6. Operacoes com arcos e
transformacao em produto

Formulas de adicdo e subtracdo de arcos

As formulas que estudaremos a seguir, nos permitem calcular as funcoes
trigonométricas do tipo soma (a + b) ou diferenca (a — b) de arcos, representadas
pOr NUMEros reais.

Seno da soma

‘ sen(a+ b)=sena-cosb+ senb - cosa I

Seno da diferenca

Para obter sen (a — b) basta fazer sen [a + (—b)] e aplicar a férmula do sen (a + b):
sen [a + (—b)] =sen a +cos (—b) + sen (—b) * cos a.

sen(—b)= —senb
Heno: cos (—=b) =cosb

logo: ‘ sen(a—b)=sena-cosb—senb-cosa |

Resolvido

Calcular sen 75° e sen 15°. g
sen 75°

Escrevemos 75° como uma soma, usando duas medidas conhecidas:
7157 = 30° + 45°
sen 75° = sen (30° + 45°)

sen 75° = sen 30° - cos 45° + sen 45° - cos 30°

o 1 4% 8 43
5en?5-(2 Q-f-g -
sen?Sﬁ":Jg:Jg
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sen 15°

Escrevemos 15° como uma diferenca, usando duas medidas conhecidas:
18%'= 45%=_30°

sen 15° = sen (45° — 30°)

sen 15° = sen 45° - cos 30° — sen 30° - cos 45°

sen 15° = Jﬁﬁ_l_{@_
9 Y, 9 9
. J6 -2
sen 15° = 2
Propostog Aplique as férmulas de adigdo ou subtra-
cdo de arcos e simplifique:
533 Usando as fé"ﬂﬂlﬂﬁ de adlqﬁﬂ ou EUbtrﬂ' ﬂ) sen (E g x.ﬁ d) sen (ETE _ K}
¢&o de arcos, calcule: 4 ::
a) sen 105° c) sen 195° b) sen (—g- — KJ e) sen(mw — x)
b) sen 165° d) sen 135° c) sen(m + x)

Cosseno da soma

‘ cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb |

Cosseno da diferenca -

‘ cos(a—b)=cosa‘'cosb+sena-senb I

Resolvido

Calcular cos 105° e cos 195°.

cos 105°

Escrevemos 105° como uma soma, usando duas medidas conhecidas:
105° = 60° + 45°

cos 105° = cos (60° + 45°)

cos 105° = cos 60° - cos 45° — sen 60° - sen 45°

1 J2 J3 J2 o V2 -6
cms1ﬂ5"’—§-9-9-9=:c05105— 7
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cos 195°

Escrevemos 195° como uma diferenca, usando duas medidas conhecidas:
195° = 940° — 45°

cos 195° = cos (240° — 45%)

cos 195 = cos 240° - cos 45° + sen 240° - sen 45°

cos 195° = (—cos 60°) - cos 45° + (—sen 60°) — sen 45°

o 1. % _ﬁ).ﬂ o =@ =8
cos 195 9" o + ( 5 g = COS 195° = y
Pro pOStOS Aplique as férmulas de adicdo ou subtra-
¢do de arcos e simplifique:
540 Usando as formulas de adigdo ou subtra- a) CDE(E = x) d) cos (1 + X)
cdo de arcos, calcule: 4
T 3n
8) cos 75° c) cos 15° b) CGS(E — K] e) COS (? + )ﬂ
b) cos 165° d) cos 295° c) cos (T — X)

Tangente da soma e tangente da diferenca

tga+tgb tga—tghb

1+tga-tghb

tga+b)= tg(a—b)=

l1—tga-tghb

Resolvidos

1 Calcular tg 15°.
Como 157 = 45° — 30°, podemos aplicar a formula da tangente da diferenca.

o_ 0
tg 15° = tg(45°— 30°) = tg 15° = tg 45°— tg 30
1+ tg 45° - tg 30° .
1__{5_ 3-43
O 3 150 3
tg 15° = _
: 141,33 ik 3+ 43
3 3
o _3—43
tg 15° =
. 3+ /3
Racionalizando o denominador da fragado, temos:
qise = 3-¥3) (3-43) _9-3/3-3/3+3 _ « 150 = 1263
(3++v3) (3-8 9 -3 :
tg 15° =92 —J3
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2 Simplificar a expressdo: y = sen (m + x) + cos GI' + x} aplicando as férmulas do seno e cosseno

da soma. 2
sen(m+ X)=Senm-CosX +5Senx - Ccosm
sen(m+x)=0-cosx+senx-(—1)

sen(m + X) = —sen X

¢ Q Y.
(1T
2

T |8 e
cos|= + x)zcma——cmsx-sm*-senx

COS -i-}i]=U'CGSK—1'SEH}:

n N
COSs ij T HJ = —S5En X

n
logo, ¥ = sen(x + X) + COS —§+:-: = Yy = —SenxX — Senx

y = —9 - senx

PrOpostos Determine tg 195°.
542 Determine: Simplifique as expressoes:
a) tg 75° b) tg 105°

a)y=5an@’—r‘+x)+ cos (2r — X)

sen (3

b)y=
cas(%"t+:9

3t _ ). T
sen(g )5En(2+:a

cos(m + X)

543 Simplifique as expressoes:
T
a) sen (g + x)

b) cos(m + x)

C) sen%— ]
d}y=1mccsg(%n— }

e)y=sen(m—x)—sen(n + x)
f)y=cos(mn+ x) + cos(m— x)

Qy=

(Fuvest-SP) Se o ¢ um angulo tal que

D{a{%esanu = g, entdotg(m — o) é

(Cesgranrio-RJ) Sendo
7 cos(5m — x) — 3cos(3m + x)

A= , com |
Bsen[’-é‘- — x) igual a: .

T - . _ 9 :
x#—=+km kel entdo: d 1-3 1+a

9 : b n 0 a) e c) - e) =
a) A=— + 5=
b) 2A =1 e) 5A—4=0 b)Y d)_J —a°
C)2A+1=0 1-a° 3

Formula de duplicacdo de arcos

As formulas de duplicacao de arcos decorrem das formulas de adicao e sao de
fundamental importancia, pois a sua utilizacao permite simplificar os calculos.
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Seno do arco duplo

sen 2a  Podemos escrever sen 2a como sen (a + a) e aplicar a formula de adicao:

sen(a+a)=sena-cosa-+ sena - CoSs a.

‘ sen 24 = 2sena- cosa l

Cosseno do arco duplo

cos 2a Podemos escrever cos 2a como cos (a + a) e aplicar a formula de adicao:

cos(a+a)=cosa-cosa— sena- sena.

_ 2 2
COS 2a = cCcos“a — sen- a

Tangente do arco duplo

tg 2a Escrevendo tg 2a como tg (a + a), considerando as condicoes de existén-
cia e aplicando a formula de adicao, temos:
tga+tga
tg(a+a)= = =
l1—tga-tga
Resolvidos
1 Sabendo quesenx = —%e X € 12 quadrante, calcular sen 2x.
Sendo sen 2x = 2 sen x - cos x, Ndo temos o valor de cos x, que devemos calcular usando &
primeira relacao fundamental. ’
sen° x + cos* x = 1
3) 9 g
el o _."- — —_— — ‘I
[5) cos“°x=1 = 95 COs* X

P ] 8. 10
cos*x =1 QS::*CDSK—-QS

= " 3 4
Como x € 12 quadrante, cos x € positivo e cos x = ¢

R

Logo, sen 2x = ¢ c T
_ 24
sen x = o%
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Q Dadossenx = +~%- e x € 22 quadrante, calcular cos 2x.

Sendo cos 2x = cos® x — sen? x, vamos calcular inicialmente cos x.
Pela relacao sen® x + cos “ x = 1, temos:

"]r_ 9. 1 Q. _ A __l 2 =_.8
(ﬁ) —:-CE]EH*-T:}E+CG5K—T=?CGEH—1 QZ‘?CDS}( 9

0
Comosen®x = -1-] -
3 9
entdo, cos ¥x = N
' Q 9
i
= }: =
cCos ¢ 9
o cos 9 — cos® x
3 Simplificar a expressao: y = SN %
Sabemos que cos 2x = cos? x — sen®x, substituindo na expressdo, vem:
_ cos’x —sen®x —cos’x  —sen'x _ o
Y= sen X T osenx
y = —Sen X

4 Verificar a identidade trigonométrica: % = cotg® x.

Para verificar uma identidade devemos desenvolver a expressao de um dos membros da igualda-
de para chegar na expressao do outro membro.
Entdo vamos partir da 19 expressao:

senx COS X

tgx-cotgx COSX senx 1 _ 1 = cos? x e

sec*x—1 1 _ 1 — cos® x sen® X sen’ X

cos® X cos? X cos® x
Propostos 551 Verifique as identidades:
a) sec x - cotg® x - sen x = cotg X
548 Sabendoquecosx= dexe 12 quadrante, 1 —sen?x
: 5 b) = COS X
determine: cotg x - sen X

a) sen 2x b) cos 2x c) tg 2x &) (secx — tgx)(secx + tgx) = T

549 Sabendo que senx = —% e x € 3% qua-
drante, calcule:
a) sen 2x b) cos 2x c) tg 2

Simplifique as seguintes expressoes:
_ cosx + 1
D) y = (senx + cos x)* — 1
¢) y = (cos x — sen x)® + 2 sen x + COS X

550 Simplifique as seguintes expressoes:

i sen 2a
Y = Sena-cosa

Verifique as identidades:

b) y = cos 9a + sen®a a) cosx _ 1-—senx
1+ senx COS X
__sec X s sen 2x tgXx + cotgx _
0 2 ©) cossec® X =18
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Formulas de transformacdo em produto

A solucio de alguns problemas naTrigonometria requer a transformacao de uma
soma ou diferenca de funcio em produto. Para tanto, usaremos formulas de transfor-
macio em produto, que sio demonstradas com o auxilio das formulas de adicdo e
subtracao.

Vejamos a demonstragao da formula:

PTq, P—49
51 Cos

senp + senq = 2 sen

Considerando que:

sen(a+ b)=sena-cosb+senb-cosa
sen(a—b)=sena-cosb—senb ' cosa

Adicionando (I) e (1)
sen(a+b)+sen(a—b)=2sena- cosb (Il

Chamando:
i ; .
at+tb=p a=2L 2 d
4 temos que: -
- _P~q
Pl B =

Substituindo em (I)), vem:

senp +senq = 2 - sen

Analogamente chegamos a:

2H | senp —senq = 2 -sen

3% | cosp + cosq = 2" cos

4% | cosp—cosq= —2"sen
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Resolvido

Transformar em produto:

a) sen 60° + sen 30° b) cos 70° — cos 10° c) sen 3x — sen x
a) sen 60" + sen 30°

sen 60° + sen 30° = 2 - sen 60° ; 307 COS 60” ; 30

sen 60° + sen 30° =2 - sen 45° - cos 15°

sen 60° + 5;3*r1 30° =9 - ﬁ- . cos 15° = J2 - cos 15°

Q

) cos 70° — cos 10°
70° 4+ 10° 70 — 10Q°
o - Sen 0

cos 70° — cos 10° = —2 - sen 40° - sen 30

cos 70° — cos 10° = =92 - sen

" 1 _ ! B
cos 70° — cos 10° = —92 - sen 40° - 5 = cos 70° — cos 10° = —sen 40°

C) sen 3x — sen x .

3K — X 33X + X
C = Q - sen x - cos 9x%

senN3X —senx =9 - sen = © COS

9 Q
Propostos 555 Transforme em produto:
554 Transforme em produto: a) cos 35° — cos 25°
a) sen 90° + sen 30° b) sen 3x + sen X
b) sen 70° + sen 10°
C) sen 80° — sen 40° C)‘ Cos 3a — cosa
d) cos 70° + cos 10° d) sen 4t — sen 2t

7. Equacoes trigonometricas

Equacoes trigonométricas sao aquelas que envolvem as funcoes trigonometricas
em seus membros.

Exemplos:

1 |
senx=-2—,tgx=tgzec052x=—cusx

Como as equacoes trigonométricas possuem uma gama muito grande de varian-
tes, vamos fazer o estudo dos principais tipos.

Salvo indicacao em contrario, usaremos x como incognita.

qi,"' .
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Equacdo do tipo: sen x = sen o
Para esse tipo de equacao vamos fazer duas consideracoes:
* Quando as extremidades dos arcos de medidas x e o sio coincidentes no ciclo
trigonomeétrico,ou seja:x = o + k - 2n (k € 2).
No ciclo trigonométrico:

* Quando as extremidades dos arcos de medidasx e o sao simétricas em relacio ao
eixo das ordenadas,ou seja:x =t — o + k - 2m.
No ciclo trigonométrico:

Esquematizando as solucoes, temos:

rr;vf;:=::x+k-23r1:

SEnNx —=—5séng & <0u

X=m—o+k-2n
Entio,V={xER|x=0a+k 2ntoux=n—a + k - 21,onde k € Z)
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Resolvido

Determinar o conjunto solugdo das equagoes:

a}senx=§ b) 2sen2x — 1 = 0:
d) sen x = ﬁ
2 /3
As extremidades dos arcos no ciclo trigonométrico, parao qual sen x = ——, sdo 0s pontos
simetricosPe P'. 2
Entdo, escrevemos: 4

|
senx = sen 3
onde as solugdes s3o:

x=—=+k-9on

3
1 ou
X=n-—=+k-0m=92%+k.0n :
3 3
[ | ]
v=ixERI}::nganmux=9§+k~9n,cc}mkel}
b)Qsean—1=D=5€ﬂ9x=%—
Entdo, escrevemos: sen 2x = sen %onde as solucdes sao:
P e =
{Qx—ﬁ.k o =+ X 19+|<11:
s RO : - AT ; o Bl
Sy =y 6+k 21 ou 2x 56+k on = x 519+kn
. - X B
v-{xeﬁlx 1Q+knaux 519+kncmmkEZ}
Pro pOStOS Determine o conjunto verdade das equa-
(;665:
556 Determine o conjunto verdade das equa- a)2senx+1=0
oes:
¢ b) sen2x — 1 =0
a)senx=£
) c)2sen3x — V3 =0
b) senx =1
d)sen(ﬁc—ﬁ):‘l
c)senx=20 4
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Equacdo do tipo: cos x =cos o
Consideracoes:

* Quando as extremidades dos arcos de medidas de x e o sao coincidentes no ciclo
trigonométrico,ou seja:x = o + k * 2n (k € Z).

x=o+ k- 2rn

1N

* Quando as extremidades dos arcos de medidas de x e o sio simétricas em rela-
¢ao a0 eixo das abscissas,ou sejax = —o + k + 27,

Esquematizando as solucoes:

x=0o+k-'2n
COSX=COoS0O < <ou
x=—-0+k- 2n

V={xeR|lx=a+k'2noux=—a+ k- 2n,ondek €Z}
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