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1. Equacao linear

Para melhor desenvolver o estudo sobre sistemas lineares €é necessario rever

alguns conceitos sobre equacao linear.
Consideramos como equagao linear toda equacao do tipo:

a, X, +a2x2+ajxj+ ..,+anxn=c ., onde:

a,, a,, a,, ..., a_: coeficientes reais, nao todos nulos

X,, X,, X, ..., X ! $20 as incognitas

3"
¢: termo independente

Quando o termo independente € nulo, ou seja, quando ¢ = 0, a equagao linear
¢ homogeénea.

Exemplos:

aA)2x+y+z=4

b)x+y=5

¢)4x + 5y + z=0 (homogénea)

2. Sistema linear

Chama-se sistema linear a n incognitas um conjunto de duas ou mais equacoes
lineares com n incognitas.

Exemplos:
) (2x + 3y = 7 Sistema linear de duas equacoes e duas incognitas, onde
S | xX— y= 1 xeysaoasincognitase 7 e 1 sao os termos independentes.
3x+ y —4z = —7 Sistema linear de trés equagoes e trés incognitas,
b){ x—2y +3z= 3 ondex,yezsaoasincognitase —7, 3 e 12 520 0s
2x— y +4z= 12 termosindependentes.

Genericamente, um sistema linear de m equacoes com n incognitas, tambem
indicado por sistema linear m X n (I1é-se:“m por n"), € representado por um conjun-
to de equacoes lineares do tipo:
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d, X, +a » +a 3 X5 + . +a.m}:.ﬂ=4cl

a,, X, +a » X, +325x5+ +:12“1cﬂ=¢:2

a X, +aux2+aﬁx3+ +.1|.3HJ-:“=«£‘.3

A I +am3x3+am5x3+ ...+amnxn=cm

%

Solucdo de um sistema linear

Uma solucao de um sistema linear € um conjunto de valores que satisfaz ao mes-
mo tempo todas as equagoes do sistema linear.

Exemplo:

os valores que satisfazem as duas
equacoessaiox =2ey = 1.

Logo, a solucao do sistema € o par ordenado (2, 1).

Sistema linear homogéneo

Consideramos como sistema linear homogéneo aquele que possui todos os coe-
ficientes independentes nulos.

Exemplo:

F Xt )/ =27 =fg«"
13x+4y — z=10
|2x+ 3y —3z ={0

Todo sistema linear homogéneo admite a solucao nula (0, 0, ... , 0), chamada de
solugdo trivial.
Um sistema linear homogéneo pode ter outras solucoes alem da trivial.

Resolvido
Dado qsistema {Ei 1 : : 13 , verificar se ¢ solugcdo cada um dos pares:
a) (3, —15) b) (-2, 10)
gl Bt (3)4(15)-@ 45 D+10=0
{ +(—15) = 12(Ndo é soluggo.) | — (—2) + 10 = 12 (E solugdo.)
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Propostos 2 (=1 1) d) (_1 ]

51'
X+ 2y=—4
881 Considereosistemas x y _ i b) (=1, =1 e) (1, 1)
9 5 €1, ~1)

e verifique se é solucdo cada um dos pares: .
. U6 i 883 \Verifique se cada um dos pares ordena-

a) (0,00 b)@ -5 c)(1,0) dos ¢ solugdo para este sistema:
882 \Verifique qual dos pares ordenados é solu- X=y— z=0
X 9y 1 Xi— 2y =9r=4y .
¢do para este 5|stema:{§ LSBYe 15 X+ Y+ Z=0
100x — 37y = 63 a)(0,0,00 b)(0,1, -1 ¢ 1,11

3. Regra de Cramer

Vocé ja conhece algumas formas de obter o conjunto verdade de um sistema.
Agora, aprendera dois métodos bastante praticos: a regra de Cramer € o escalona-
mento, que facilitam a resolucao de sistemas.

axX+b y=jg

Inicialmente, vamos considerar o sistema{ ' vy i P

a,x+b,y=§&

a b - ® - #
[ : bl } ¢ a matriz incompleta do sistema.
a,. b,

c, € ¢, sao os termos independentes do sistema.

a; b, . ; sl ‘
D = ¢ o determinante da matriz incompleta do sistema.
a, b,
B €, b, | € o determinante da matriz obtida através da troca dos coefici-
x| I8 , b, | entesdex pelos termos independentes, na matriz incompleta.
n =|* €; | € o determinante da matriz obtida através da troca dos coefici-
d a, ¢, | entesdey pelos termos independentes, na matriz incompleta.

Analogamente, podemos escrever a matriz incompleta de qualquer sistema
linear n X n, assim como o seu determinante D e também os determinantes D, obti-
dos através da troca dos coeficientes de uma i-€sima incognita pelos termos indepen-
dentes no determinante da matriz incompleta.

A regra de Cramer pode ser aplicada para resolver um sistema n X n,onde D # 0.
A solucao € dada pelas razoes:
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Exemplos:

a) Para resolver o sistema {2:1_ ‘? __=__ I ,fazemos:
Calculo do determinante D:
3
L) = = —5
Pae
Calculo do determinante D_: Calculo do determinante D?:
T 3 %=
D, = = —10 5 e = -5
1 -1 1]
Logo
D -10 D -5
x ——— —_— _ — 2 — X — e 1
B = 2 P =5
Conjunto verdade: V = {(2,1))
(x=2y+ z= 0
b) Para resolver o sistema < 2x + y — 3z = —5, fazemos
4x— y— z=—1
2~ ¥ —3 _ 2 1
4 -.._1;-- =] 4 -"l.x
S R o £
—4 -3 —4 -1 24 -2
=2 1
D=|2 1 3|=—-4—-3—-—4—-1+4+24-2=10
4 -1 -1
0 -2 1
D, =|=5 1 3[=14+10—-—6+5=10
= -1 -1
1 . 1
D}, =12 =5 -3 |=20—-3+5-2=20
4 =1 -1
1 =2 &0
D, =] 2 1 =5 |=-5—-4-1+ 40 = 30
4 -1 -1
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Logo:

D D D
D 10 D 1 D 10

Conjunto verdade: V = {(1, 2, 3)}

Resolva os sistemas de trés equagdes apli-
cando a regra de Cramer:

Propostos

884 Resolva os sistemas de duas equagdes apli-

cando a regra de Cramer:

X —4y + 3z = —1
AW — y— Z=—3

(9x — 3y = =5 B
a)‘h3<+9y= 8 X—3y— Z 6
b) F3K'_'9Y=5 'E}{— y+ Z= Q

12x+ y=1 b)d x+ y— z= 0

| Ix=y+3z= 4

885 Resolva os sistemas de trés equagdes apli-
cando a regra de Cramer:

J x—9+ z= 1
a)s X+ y— z= 0
| =X+ y—2w==3

X+ y+ Z= 3
C)y AK—3y+ z=-1
| —¥& Y=—Yz=—3

' x+2y+3z= 0 r3}«:—3.!'=5—Qz
b){ x+ y+ z= 1 d){12xX+3y—4z=2
|~Px—3y+3z=-5 LYi— Z= X

4. Classificacao de um sistema linear

Quanto ao namero de solucdes, um sistema pode ser possivel e determinado,
possivel e indeterminado ou impossivel.

O sistema possivel e determinado (SPD) tem uma unica solucao. :

Quando um sistema linear n X n € possivel € determinado, o determinante D da
matriz incompleta € diferente de zero. Reciprocamente, quando o determinante D
da matriz incompleta € diferente de zero, o sistema € possivel e determinado.

O sistema possivel e indeterminado (SPI) tem infinitas solucoes.

Quando um sistema linear n X n € indeterminado, o determinante D da matriz
incompleta € igual a zero € também D, = D, =D, = ... =D = 0.

O sistema impossivel (SI) nao tem nenhuma solucao.

Quando um sistema linear n X n € impossivel, o determinante D da matriz in-
completa € igual a zero e D, € nao-nulo para, pelo menos,umi € {1,2,...,n}.

...
=
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Exemplos:

3x — 4y = -5 : x+ y=4
a) O sistema {2x+ v= ' b) O sistema {Zx +2y=8
€ sistema possivel e determinado, nao € sistema possivel e deter-
pois: minado, pois:
3 —4 ) G |
250 20 2

Distinguiremos os casos SPI e S, analisando se ha ou nao incompatibilidade
das equacoes do sistema.

Resolvido

Discutir o sistema abaixo, em fungdo de a:
X+ y=1
2x + ay = 3
Para que o sistema seja SPD ¢ necessario D = 0.
1 4

Y 3

=3-— 2

O sistema sera SPD paraa — 2+ Qoua = 2.
) : | . X+ y=1
Sea = 9, entdo o sistema fica { o% 4.9y = 3

A sequnda equacdo e equivalentea2(x +y)=3oua x +y = %

Como ndo existem dois numeros cuja soma seja simultaneamente 1 e =, as equacdes sdo incom-
pativels. Logo, o sistema e impossivel.

Propostos (ox+ y+4z=0
a)y x+2y— z=1
887 Classifique os sistemas a duas equagdes: |=x+3y+ z=2
4x — y=1
2 {
2x + 3y = 2 :
:x %Y X+ 92— z=1
bjﬁax" y =1 D)4 22X —3y+4z =29
Ox =2y =2 3= y+3z=3
[—9x + 8y = 3
28 X — 4y = 9

(—Ox + y—3z= 0
)y X— y—=5z= ¢

888 \Verifique se osistema ¢ possivel e determi-
33X —Qy—92z2 =-3

nado: !
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889 Determine o valor de a, para que o sistema 891 Determine o valor de k de modo que o sis-

AxX—2y=1 __. : X+Q=1 .. :

{4}( 43y =g %8 possivel e determinado. tema { I+ Gy =  Sejaimpossivel.
890 Calculeovalordeae bparaqueosistema 892 Discutir o sistema abaixo, em fungdo de k.

4x —ay=16 __. . . 6x + ky = 6

{4:{ + o= b seja Indeterminado. {4}( £ 4y =18

5. E.scalonamento de sistemas

Ja vimos que, para resolver um sistema de duas equacdes e duas incégnitas, a
regra de Cramer € muito pratica. Mas quando o sistema é formado por trés ou mais
equagoes, € conveniente procurar um processo menos trabalhoso. Por esse motivo,
vamos descrever o sistema em forma de escada, ou seja, por escalonamento.

Um sistema esta escalonado quando de equacio para equacio, no sentido de
cima para baixo, houver aumento dos coeficientes nulos situados antes dos coefi-
cientes nao-nulos.

Exemplos:
([ X+ y+z=3 x+ y+ zZz= t= 6
S, X+ y+z=2 S,90x— y — 4z + 3t =-13
0x+0y +z=1 0x + 0y +12z — 6t = 30

Para escalonar um sistema, podemos utilizar as seguintes etapas:

1) Colocar como 1* equacgiao aquela que tenha 1 como coeficiente da 12
incognita. Caso nao haja nenhuma equacao assim, dividir membro 2 mem-
bro aquela que esta como 1* equagiao pelo coeficiente da 12 incognita.

2) Nas demais equagdes, obter zero como coeficiente da 1% incégnita (caso
ja nao seja), somando cada uma delas com o produto da 1* equacio pelo
oposto do coeficiente dessa incognita.

3) Repetir os itens 1 e 2, substituindo neles 1* por 2%, depois 22 por 3? eto.

Resolvidos

1 Classificar os sistemas e encontrar a solu¢do usando o processo de escalonamento:

X+ y4+ z=3 X+ Qy—2z=-5 ( x + y+ z= 4
a) Xt w4 =1 b) {2 —-3y+ z= © C}«‘Qx— Y+3z= 6
X— y— z=29 3Xx— y+3z= 8 X+ Qy—22=-9
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fo+y+z=3
33 X+y+z=1
| K== T =3

Inicialmente vamos escalonar o sistema:

19 etapa: | invertermnos a ordem da 1% e da 2 equagbes para obter 1 como coeficiente da 1
Incognita.
X +y+z2=3 ( x+y+z=1
2 E NN — 4 +y+2z=3
K= =-T=F | R=y=2=2
9 etapa: | para obter zero como coeficiente da 1? incégnita na 2° equagao, rhult‘:plicam:}s
a 1% equacao por (—2) e adicionamos o resultado a 2* equagao.
X+y+z=1 g s X +y+z=1
9}{+Y+Z=3 (=2) (1J+(Eﬂ)t— -y —zZ =1
X =y=—72=¥ X —y—z=2

Para obter zero como coeficiente da (1?) incdgnita da 3% equagdo, multiplicamos a 1% equagao
por (—1) e adicionamos o resultado & 3% equagao.

X+y+z=1 PRl Jas 3
e U

X—y—2=2

3" etapa:

novo resultado a 3% equagao.
x+ y+ z=1

P,

(+9) - [ : (=] + (3 _

(X + y+ z=1

-y = 2=
-y — 9z =1

para obter zero como coeficiente da 2% incégnita da 3% equagao, dividimos a 2
equacado por (—1); depois, multiplicamos o resultado por (+2) e adicionamos o

x+y+z= 1

3 i bl 1 y+2zZ= -1

'_'QY = QZ = 1 ﬂ = =1
Com o sistema escalonado, poderiamos obter o valor das incégnitas. Porém, observamos que
a 3" equacdo, 0 = —1, demonstra uma impossibilidade. Logo, o sistema € considerado im-
possivel (Sl). -

' X4+ 9Q=—92=-5
b)sx—-3y+ z= 9
= y+3z= 8

Inicialmente vamos escalonar o sistema:

14 etapa:

( x+9y—-92=-5
WH—3y+ 2= 9

i

" 4

multiplicamos a 1* equacao por (—2) e adicionamos o resultado a 2°. Multiplica-
mos a 12 equacéo por (—3) e adicionamos o resultado & 3°.

‘X + 9y —92z=-5
-y +5z= 19

x— y+3z= 8

(=D +@@ |
=3-H+3E |

-ly+9z= 23

04 etapa:

(x + 9y — 9z = =5 s g

| —TysSzm 19, 1 EITEI)
-7y + 9z =23

adicionamos a 2! equagdo multiplicada por (—1) a 3* equagao.

(x+ 9y -9z =-5

- 4 —?’y’+52= 19

4z = 4

4
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