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Ora, a fé é o firme fundamento das coisas que se esperam e a
prova das coisas que ndo se véem. Porque por ela os antigos
alcangaram bom testemunho. Pela fé entendemos que os mun-
dos foram criados pela palavra de Deus; de modo que o visivel
nao foi feito daquilo que se vé. HEBREUS 11:1-3, Biblia Sagrada.
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1 Sinais periddicos, simetrias e Séries de Fourier

1.1 Periodos e frequéncias de sinais

Um sinal (ou fungdo) s = s(¢) é dito periddico, se existe um menor
numero real positivo T, denominado periodo fundamental para este si-
nal, tal que para todo ¢t € R:

s(t)=s(t+1T)

O periodo T' de um sinal caracteriza o niimero de 7" radianos necessarios
para que o sinal s = s(t) volte a ter a mesma forma inicial.
Para um sinal T-periédico, a medida do inverso de 1™

fo= % [Hertz]

é denominada a frequ encia fundamental deste sinal. Este niumero,
mede o nimero de vezes que ocorre a repeticdo deste sinal no periodo
T.

]
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Figura 1: Gréfico da sendide s(t) = 3 cos(2t — 7/2)

Para o sinal do gréfico acima, temos que fy = 1/7. A frequéncia funda-
mental f), medida em [rad/s ], éa velocidade do sinal para dar 1 volta
completa no periodo 7. Como uma volta completa mede 27 radianos,
definimos a frequéncia angular deste sinal como:

2
w:%z%rfo
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Para o sinal s(t) = 3 cos(2t — 7/2), temos que w = 2, 0 que significa que
s = s(t) se repete 2 vezes enquanto o parametro ¢ percorre um intervalo
de comprimento 27, por exemplo, o intervalo [0, 27].

Na literatura, é bastante comum encontrarmos a frequéncia angular w
indicada simplesmente como a frequéncia.

1.2 Dura¢ao de um sinal

Se um sinal s = s(t) é T-periddico, definimos a duragdo d deste sinal
como o tempo que o sinal ndo se anulou dentro do periodo 7.

1.3 Um sinal simples (senéide) no dominio do tempo

Um sinal simples pode ser representado graficamente por uma funcdo

sinusoidal (sendide ou cossendide) e pode ser escrito na forma geral
s(t) = Ay + C cos(wt + 0)

Os quatro parametros que caracterizam este sinal, sdo:

1. Ay é a altura média do sinal em relacdo ao eixo das abscissas.
2. C) é a amplitude do sinal que é a altura da oscilacéo.

3. w é a frequéncia angular [rad/s ] que indica a medida de uma
volta completa no periodo 7" do sinal.

4. 0 é o angulo de fase ou o deslocamento da fase, que mede o quanto
a curva estd deslocada horizontalmente para a direita.
Da trigonometria elementar, temos que:
cos(wt + 0) = cos(wt) cos(0) — sin(wt) sin(f)
logo
s(t) = Ap + Cy[cos(wt) cos(f) — sin(wt) sin(6)]

Para reduzir a expressao acima, tomamos:

Ay =Cicos(d) e By =—Cysin(h)
e com estes novos parametros, escrevemos

s(t) = Ap + Ay cos(wt) + By sin(wt)
Mostramos assim que, todo sinal sinusoidal pode ser expresso como
uma combinacdo linear de cos(.) e sin(.), deslocado de uma medida

vertical Aj. Se os valores de A; e B; sdo dados, podemos obter C; e o
angulo de fase 6.
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1.4 Exemplo com um sinal sinusoidal

Como uma sendide tem a forma geral s(¢) = Ay + C; cos(wt + ) toma-

remos o sinal -

s(t) = 3 cos (2t — 5)
Neste caso, a amplitude é igual a 3, a frequéncia angular é 2, o d&ngulo
de fase é —7/2 e Ay = 0 o que indica que a translagdo vertical deste
sinal é nula.
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Figura 2: Gréfico de uma sendide

1.5 Trés tipos importantes de simetrias

Consideremos um sinal s = s(¢) de periodo 7. Dizemos que s = s(t)
tem simetria

1. par, se paratodot € R, s(—t) = s(t).
2. impar, se para todo t € R, s(—t) = —s(t).

3. de meia-onda, se paratodo ¢ € R, s(t + %) = —s(t). Geometrica-
mente, o grafico da segunda metade do sinal s = s(¢) no periodo T’
é a reflexdo do grafico da primeira metade de s = s(¢) em relagdo
ao eixo dos tempos, transladada (deslocada) de % para a direita.
Um exemplo disso pode ser visto no gréfico.
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Figura 3: Sinal de meia-onda

1.6 Série de Fourier com coeficientes reais

Se s = s(t) é uma funcdo 7-periddica, entdo podemos escrever a série
de Fourier de s = s(t), como:

ap - 2nmt . 2nmt
s(t):§+;[ancos( 7) + busin(——) |
onde
2/T/2 ()

ap = — s(t)dt

T 72

2/T/2 2nmt
ap, = — s(t) cos dt

PR

2 [T/ ont
bn:—/ s(t) sin dt

S PRCEE S

Tomando a frequéncia angular como w = 27/7T, poderemos escrever
uma expressdo onde aparecem poucas fragoes:

o0
+ Z an, cos(nwt) + by, sin(nwt) |

n=1

%o
2

onde a, e b, sdo, respectivamente, as amplitudes das fun¢des cos(nwt) e
sin(nwt) e os argumentos nw sdo multiplos inteiros positivos da frequéncia
angular.

1.7 Série de Fourier com coeficientes complexos

Podemos representar um sinal 7T-periddica através de uma série de
Fourier complexa. A idéia bésica é escrever a série de Fourier de s =
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s(t) em qualquer uma das formas complexas:

Z o G2mint /T _ Z C, elnwt

n=—oo n=—oo

onde w = 27 /T e n é um numero inteiro. Os coeficientes de Fourier
complexos da fungdo s = s(t), sdo dados por qualquer das duas inte-
grais:

T/2 ) 1 T/2 .
_ _/ —27rmt/Tdt _ _/ s(t) et gy
T/2 T J 1)

1.8 Condig¢oes para a existéncia de uma série de Fourier

Para construir a série de Fourier de uma funcdo s = s(t), devemos
exigir que:

1. Esta série seja uniformemente convergente para s = s(t);

2. As fungdes envolvidas nos cdlculos sejam absolutamente integraveis
e como consequéncia disso, integraveis;

3. A fungdo s = s(t) seja seccionalmente diferencidvel.

Muitas vezes algumas dessas condi¢des se sobrepde e sdo desnecessarias.
Se s = s(t) é uma fungdo T-periddica, entdo esta fungao possui compo-
nentes cos(nwt) e sin(nwt) cujos argumentos sdo frequéncias multiplas
inteiras da frequéncia angular w do sinal.

1.9 Simetria de meia-onda e coeficientes reais

A série de Fourier de s = s(t) com coeficientes reais pode ser posta na
forma

[ a, cos(ntw) + by, sin(nwt) |

[M]¢

a
S(t)=§0+

n=1

onde w = 27/T. Paracadan =1,2,3, ...:
2 T/2
an) _ _/ S C.C)s(nwt) o
by, T J 1) sin(nwt)
T/2
“7/
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A simetria de meia-onda garante que os todos os coeficientes com
indices pares para a série de Fourier de s = s(¢) se anulardo, isto é, para
todo

n=20,2,4,.. a, = b, = 0. Calcularemos apenas os coeficientes com
indices impares. Realmente,

T/2

a, = — / ) cos(nwt)dt

T/2

= — / ) cos(nwt)dt

T/2 T
= T/o s(t) cos(nwt)dt+%/ s(t) cos(nwt)dt

T/2

Com a mudanca de varidvel v = ¢t — L na segunda integral, obtemos
C 2 8 g

T/2 T/2 T
a, = T/o s(t) cos(nwt)dt + T/o s(t + 5) cos[nw(t + 5)]dt
Como cos[nw(t+%)] = (—1)" cos(nwt) e como s(t+%) = —s(t), podemos
escrever

T/2 o [T/
a, = —/ s(t) cos(nwt)dt + —/ —s(t)(—1)" cos(nwt)dt
T Jy T Jy

Utilizando a mesma vari avel muda wu nas duas integrais, teremos

T/2 o [T/
a, = —/ s(u) cos(nwu)du + —/ —s(u)(—1)" cos(nwu)du
T Jy T Jy

e estas integrais podem ser incorporadas em apenas uma integral

T/2
Ay = T/o s(u) cos(nwu)[l — (—1)"]du

Se n é par, entdo a, = 0 e se n é impar, temos que
4 T/2
a, = —/ s(u) cos(nwu)du
T Jo

De forma anéloga, podemos mostrar que, para n par segue que b, = 0
e para n impar, temos que

4 T/2
b, = —/ s(u) sin(nwu)du
T Jo
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1.10 Exemplo de sinal com simetria de meia-onda

Consideremos o sinal s = s(t) de periodo T" = 27 definido por

s(t) = t se —m<t<0
|l m—t se 0<t<nm
A frequéncia angular é w = 1. Pelas anédlise anteriores, a,, = b, = 0 se n
é par e quando n é impar:

1 [7 —1)" -1 —2
a, = —/ t cos(nt)dt = (=1 =
0

T m™n? ™2

1 [" 1
b, = —/ tsin(nt)dt = — =—
0 n

™

Desse modo, a série de Fourier é dada por

1
—_— t — si t
—i— Z [7m2cosn)+nsm(n)

n 1mpar

1.11 Simetria de meia-onda e coeficientes complexos

Um sinal s = s(t) T-periédico com simetria de meia-onda, possui a pro-
priedade s(t+2%) = —s(t) paratodo ¢ € R. A expansdo em série de Fou-
rier com coeficientes complexos para este sinal s = s(¢), terd a forma
0 .
s(t) = Z ¢ plnwt
n=—00

onde w = 27 /T e paracadan € Z

I —i1nwt
Cn = 7 s(t)e dt
T J 1/

A simetria de meia-onda garante que os todos os coeficientes comple-
xos com indices pares para a série de Fourier de s = s(¢) se anulardo,
isto é, para todo n = 0,+£2,+4, £6, ..., teremos ¢, = 0 e deveremos
apenas calcular os coeficientes com indices impares. Realmente,

1 (T2 _
Chn = = s(t) e Wl gy
T J_ 7
1 [T ot
= — [ s(t)e "t
T Jo
1 [ 1wt e 1wt
— | s)e dt+—/ s(t) e~ IWt gy
T/o () T Jr/
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Com a mudanca de varidvel v = t — £ na segunda integral, obtemos
2

1 (T2 » 1 (T2 .
Cp = T/ s(t) el gy 4 T/ s(v+T/2)e nw(v+T/2) 4,
0 0

Como e "@HT/2) = (—1)"e~ " e como s(t + L) = —s(t), escreveremos

/2 , L (T2 .
Cn = _/ s(t) e gt 4 —/ —s(v) (=1)"e™ " do
T J, T/

Com a mesma vari avel muda u nas duas integrais, escrevemos

1 (T2 , 1 (T2 .
Cp = —/ s(u) e " du + —/ —s(u) (=1)"e™ MU gy
T Jo T ),

e reunindo estas duas integrais em apenas uma integral, teremos

T/2 ,
o = % /0 s(u) e~ WU (Z1)] dy

A expressdo em colchetes determina o valor. Se n é par, entdoc, =0 e
se n € impar, temos que

o [T)2
ay, = —/ s(u) cos(nwu)du
1" Jy

De modo anélogo, se n é par b, = 0 e se n é impar, temos que

2/T/2() —inwud
Y = — s(u) e U
c T,

1.12 Simetrias par e impar e coeficientes complexos

Se s = s(t) é um sinal T-periédico par, entdo

T/2 ,
/ s(t) e TInWl gy

T/2
/ s(t) [cos(nwt) — isin(nwt)] dt

/2 AL
= / s(t) cos(nwt) dt — i—/ s(t) sin(nwt) dt
T J 1/

T/2
/ s(t) cos(nwt)dt + 0
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A ultima integral se anula, pois o integrando é uma fungdo impar ob-
tida pelo produto de um sinal par s = s(t) pela fungédo sin() que é
impar. Basta realizar a primeira integral que possui um integrando par
para obter

T/2
Cp = —/ s(t) cos(nwt) dt
T Jo

Se s = s(t) é um sinal T-periédico impar, entdo
1 (T2 ,
Cn = —/ s(t) e TIWt gy
T J 1/
1 (12
= —/ s(t) [cos(nwt) — isin(nwt)] dt

T J 7
1 [T/2 L

= —/ s(t) cos(nwt) dt — i —/ s(t) sin(nwt) dt
T ~T/2 T -T/2

i (T2

=0 + —/ s(t) sin(nwt) dt
T J 7/

A primeira integral se anula, pois o integrando é uma fung¢do impar

obtida pelo produto de s = s(t) que é impar e de cos() que é par. Basta

realizar a segunda integral que possui um integrando par para obter

24 T/2

T J, s(t) sin(nwt) dt

Cn

2 Espectros discretos de frequéncia

2.1 Um sinal simples no dominio da frequéncia

Se t é a varidvel tempo, um sinal sinusoidal simples s = s(t) pode ser
escrito na forma
s(t) = Ao + C; cos(wt + 0)

H4 uma forma diferente que proporciona uma analise do sinal em
funcdo do comportamento oscilatério do mesmo. Podemos pensar que
este sinal depende de dois pardmetros: w a frequéncia angular e 6 o
angulo de fase. Construimos os gréficos de duas fun¢des no sistema
cartesiano, em que o dominio de ambas é o (mesmo) conjunto de todos
os multiplos inteiros da frequéncia angular w, mas as imagens mostram
os comportamentos de ambas:

1. €1 = C}(w) é a amplitude em fungdo de w.
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2. § = 0(w) é o angulo de fase em fungdo de w.

Com estas fungdes, é possivel estudar o sinal s = s(¢) em funcdo da
frequéncia angular w, donde provém o nome sinal no dominio da
fequéncia.

2.2 Motivos para estudar espectros de Fourier

1. Séries de Fourier sdo utilizadas no estudo de sinais periddicos, en-
quanto que Transformadas de Fourier sdo utilizadas no estudo de
sinais nao periédicos.

2. Séries de Fourier e Transformadas de Fourier, quando usadas em
conjunto, sdo adequadas para estudar o espectro de um sinal.

3. O espectro de um sinal é um objeto matematico apropriado para
descrever, de uma forma bastante conveniente, um sinal a partir
da varidvel que representa a frequéncia angular do sinal, do que
através de uma curva em fungdo do tempo, além de informar a
medida da frequéncia do sinal.

4. Embora uma série de Fourier com coeficientes reais parece dar a
aimpressdo que pode ser obtida mais facilmente do que a série
de Fourier com coeficientes complexos, as vezes, usamos a série
complexa que possui caracteristicas matemdticas do sinal de uma
forma mais sintética, além de ser exatamente por este meio que
podemos obter mais facilmente a fase e a amplitude do sinal.

2.3 Representacdes de um sinal periédico

Pela discussdo anterior, ja vimos que um sinal periédico s = s(t), pode
ser representado de dois modos equivalentes relacionados um com o
outro: Representa¢do no dominio do tempo ou no dominio da frequéncia.
A representagdo no dominio da frequéncia depende das amplitudes

e dos argumentos das componentes da série de Fourier complexa da
fungéo s = s(t).

Como todo niimero complexo z tem uma representacdo na forma polar,

o coeficiente de Fourier complexo ¢, pode ser escrito como:

c, = A, ew"
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onde A, = |¢,| é a amplitude da n-ésima componente harmonica de
s = s(t) e 0,, = arg(c,) é o angulo de fase de ¢, que é o angulo formado
entre o0 nimero complexo (pensado como um vetor) ¢, e o eixo real
0X.

2.4 Espectros discretos de sinais periédicos

Com relacdo aos espectros discretos basicos de um sinal s = s(t):

1. O espectro de amplitude é o grafico das amplitudes A, em funcao
das respectivas frequéncias de s = s(?).

2. O espectro de fase é o gréfico das fases ¢,, em funcdo das respecti-
vas frequéncias de s = s(t).

Observacdo: Se s = s(t) é uma fungdo periddica real, o complexo con-
jugado de ¢, coincide com c_,, e nesse caso temos:

C_n = Cp, A—n = |C—n| = ’Cn| = An

arg(c—n) = —arg(cy), 0(—cn) = —b(cy)
garantindo que o espectro de amplitude do sinal s = s(t) é simétrico

em relagdo ao eixo vertical (fun¢do par) e o seu espectro de fase é
simétrico em relacdo a origem do sistema cartesiano (fungdo impar).

2.5 Exemplo grafico em que o periodo é igual a duracao
Seja a fungdo sinal 27-periddica (impar) definida por

+1 se O<t<m
—1 se —w1<t<O0

s(t) = sinal(t) = {

Mostre que a série de Fourier complexa desta fungéo é:
20 ikt
t) = —— ¢t
st)= D, ——¢

Neste caso, o periodo é 7" = 2 e a frequéncia angular é w = 2r/T = 1.
Para cada k inteiro impar, temos:

2

A, = ——
“ 7 Jklm

e 0, = —sinal(k)

Do =

Para cada k inteiro par, temos que ¢, = Ay =0, =0
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Figura 4: Algumas amplitudes e fases em funcdo das frequéncias
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Figura 5: Gréfico das amplitudes em funcédo das frequéncias
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Figura 6: Gréfico das fases em fungdo das frequéncias
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2.6 Exemplo em que a duragao é menor do que o periodo

Ja definimos antes a durac¢do d de um sinal 7-periédico s = s(¢) como
o tempo que o sinal permanece ndo nulo neste periodo 7. Vamos con-
siderar um sinal T-periédico com duragdo d, definido por:

[ 1 se |t <d)/2
s(t) = { 0 se [t|>d/2

4 6 4 2 0 2 4 B 8

Figura 7: Pulso com d = T'/2 e 3 “retangulos” no intervalo [—3, 37]

Se tomarmos w = 27 /T e a série de Fourier deste sinal como

s(t) = Z c, p2mint /T _ Z C, ¢t (1)

n=—oo n=—oo

entdo, para cada inteiro n inteiro, os coeficientes de Fourier complexos
da fungdo s = s(t), serdo dados por qualquer das integrais:

Cn = 1 /T/2 s(t) e 2mint/ Ty — 1 /T/2 s(t) eIt gy
T J 1 T J 1/
e como s = s(t) é ndo nula apenas no intervalo [—d/2, d/2], entdo:
C, = i /d/2 e—inwt dt
T ) a2
que pode ser reescrito como:

d/2 d/2
/ cos(nwt)dt — z/ sin(nwt)dt

/2 —d/2

1
Cp =
T

A segunda integral é nula, pois a funcéo sin(.) é impar no intervalo
simétrico [—d/2, d/2], logo:
2 ndw 1 .  ndr

Cn = Ty (57 = o sin(=-)
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onde n € Z e a série de Fourier complexa serd escrita através de uma
das formas:

oo

2 . ondw, jnut L . ndm, 9omint/T
s(t) = Z T sin( i ) !t — Z Esm(T)e mint

2.7 Fungao sinc

Em virtude do uso intenso e para simplificar as nossas notag¢des, defi-
niremos a fun¢do sinc para r € R, por:

sin(zm) se x40
sinc(x) = o (2)
1 se r=20
O limite fundamental
. sin(u)
lim =1
u—0 U

garante que podemos definir sinc(0) = 1. Outro fato simples, mas de
grande importéancia, é que sinc(z) = 0, para todo namero inteiro .

Figura 8: Gréfico da fungdo sinc(.)

2.8 O ultimo exemplo a luz da funcao sinc(.)

Consideremos a fungao

(1 se [t|<d)2
s(t) = { 0 se [t|>d/2
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Como ja obtivemos antes os coeficientes de Fourier c¢,, entdo multipli-

nmrd
cando e dividindo cada coeficiente por il obtemos:

1 . (mrT) 1l nod | T . (mrd)
, = —sin(——) = — in
¢ nmw T T

nt T |nnd

que pode ser reescrito para cada n € Z, como

. ndm
dS—) 4 nd
Cp = ? W = T SlI'IC(T)
T

e a série de Fourier complexa pode entdo ser reescrita como:

= d d :
s(t) = Y = sinc(nz) e2mint/T

n=—oo
Agora construiremos os espectros de amplitude A, e de fase ¢, em
funcdo dos respectivos multiplos da frequéncia fundamental f, = 1/7.
Os gréficos serdo construidos com barras verticais, respectivamente, de
alturas A, nas posi¢des n f, do eixo das abscissas, para cada n inteiro.

A razdo d/T entre a duragdo e o periodo é importante. Faremos vérias
anélises para entender mais a frente a estreita ligacdo entre séries e
transformadas de Fourier. Consideraremos os comportamentos das
amplitudes A, com a duracdo d fixa e os periodos 7" aumentando em
funcdo do valor d fixado.

1. T = d Neste caso, ¢y = 1 e ¢,, = 0 para cada n inteiro ndo nulo.

1l .
038
06}
04}
02}

Figura 9: Gréfico das amplitudes com T" = d

2. T = 2d Neste caso ¢y = 1/2. Se n é par segue que ¢, = 0 mas se n
¢ impar
1 n

Cp = §smc(§)
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1} !
08 | E
0.6 | |
0.4}

0.2 I ‘ l ]
1) W RROT TRUU TR Uy DR SN N ISR PPN NN T TR
I8 6 4 2 U 7 4 6 8§ 10 12

Figura 10: Gréfico das amplitudes com 7" = 2d

3. T = 3d Neste caso, ¢y = 1/3 e se n é multiplo inteiro de 3, segue
que ¢, = 0, mas se a divisdo de n por 3 tem resto ndo nulo, temos

que
1 . (n)
¢, = —SInc(—
"3 3
1] |
08} :
0.6t E
0.4 | : -
02} IJ l ]
ﬂp—l—l—-—-l——l——-—l-—l—-—l— i —I-—-—I—-I—-—-I——l——-——l-—l-—-c

oF A LB S R SRS P 4 4] S L

Figura 11: Gréfico das amplitudes com 7" = 3d

4. T =kd Aqui ¢y = 1/k. Se n é mdltiplo inteiro de k, segue que
¢, = 0, mas se a divisdo de n por k tem resto ndo nulo, segue que

1. n
Cp = Esmc(z)
Cada gréfico das amplitudes foi desenhado com:
e Uma barra vertical de alturaigualal/kemn =0,
. 1.
e Barras verticais de alturas %smc(%) sobre os pontos de

abscissas n fj, se n ndo é divisivel por k,

e bolinhas  sobre os pontos de abscissas n fy, se n é ndo nulo e
multiplo de k.
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il
038
06}
04}

0.2+ ]J I_ :
(].._l_l_.u__.__l__l._l._._l_l_ . _l_l_._J_J_J__F_L_;_.ﬁ
-1 8 5 4 I U P 4 4] S L

Figura 12: Gréfico das amplitudes com 7" = 4d

Em cada caso, a frequéncia fundamental f;, diminui a medida que o
respectivo periodo 7" aumenta. Como a a duragdo d do sinal esta fi-
xada, com o aumento do valor de &, existirdo mais barras verticais entre
dois multiplos inteiros da frequéncia fundamental, em cada caso. Na
sequéncia, veremos uma tabela com os calculos dos coeficientes para
osvalores k =1,2,...,10

nfo\k | 1 2 3 4 | 516|789 10
5/ {0001 ]-01(00(00]00]00]01]01]0,1
4f 1001{00 |-01]00]00/01/01/01/01|0,1
3fp 100]-01,00}0101{01{01{01/|01]0,1
2f, /00(00]01]02/02|01({01/01]0,1/0,1
1fo 100(03]03(02/02/02/01/01/01/0,1

0 1,0{05(03/03/02/02/01/01/0,1/0,1

-1, /00,0303 /02/02(02/01]01]01]0,1

-2f,/00,00{01/02/02(01/01]01]01]0,1

-3f /00,-01{0001/01}01/01]01]01]0,1

-4f, /00,00 |-01,0000(01}01]01]01]0,1

-5, /00,01 1{-01,00|00(00(00]01]01]0,1

Figura 13: Coeficientes de Fourier com 7" = kd e a duragdo d fixada
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3 Conceitos importantes da Analise Matematica

3.1 Funcoes integraveis (segundo Riemann)

Uma fungdo real f = f(x) é integravel (segundo Riemann) sobre R se

/ f(x) dx < 0o

isto é, se a integral de f = f(x) sobre R é finita.

3.2 Fungdes absolutamente integraveis

Uma fungdo real f = f(x) é absolutamente integravel sobre R se

| i@l <o

o

isto é, se a integral do valor absoluto de f = f(x) sobre R é finita.

3.3 Exemplos de funcdes absolutamente integraveis
1. A funcdo caracteristica do intervalo [a,b]

1 sex € [a,b]

Xap (T) = { 0 sex ¢ |a,b)

1:
0.5
0.6
0.4
0.2

4 -2 0o 2 4

Figura 14: Gréfico da fungdo caracteristica de [a, b]

2. A fungao real racional f(z) = 22 De fato, é finita a integral:
T

00 00 1 M 1
/|f(x)|dx:/ ; dr =2 lim de =7

00 00 —|—$ M—oo [y 1—|—$2
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-3 -2 -1 a 1 2 3

o o o o
b0 e OO0 —

Figura 15: Gréfico da fungdo f(z) =

[ 2 due é integravel sobre R
x

3. A funcédo real f(z) = e u(z) definida para = € R, sendo que
u = u(r) é a funcdo degrau unitdrio de Heaviside, definida por:

(z) = 1 se >0
Y= 0 se 2<0

A partir da fungdo degrau unitério, é possivel definir:

{O se >0

u(—z) = 1 se <0

4. A fungdoreal f(x) = e” u(—=z) definida para z € R.

5. As funcdes da classe C°(K), isto é, fun¢des continuas sobre um
intervalo fechado e limitado K da reta.

6. As funcoes da classe C'(K), isto é, fun¢des continuamente dife-
renciaveis sobre um intervalo fechado e limitado K da reta.

7. As fungoes da classe C*(K), isto é, fung¢des continuamente infi-
nitamente diferencidveis sobre um intervalo fechado e limitado K
da reta.

34 O espaco de Schwarz

O espago de Schwarz, denotado por S(R), é o conjunto das fungdes
reais de classe C*°(R) (possuem derivadas continuas de todas as or-
dens) tal que, tanto f como todas as suas derivadas se aproximam de 0
quando |z| — oo.

3.5 Informacgdes sobre o espaco de Schwarz

1. Gaussiana: Uma importantissima fungdo pertencente a este espago
ég(z) =e ", ondea > 0.
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2. O produto de uma fungdo polinomial p = p(z) pela fun¢do “gaus-
siana” do item (1) é uma funcio h(z) = p(z) e ** que estd no
espago S(R).

3. Este conjunto S(R) é um espago vetorial de fungdes.

4. Se uma fungdo pertence a este espago S(R), entdo a sua derivada
também pertence a este mesmo espago S(R).

5. Propriedade antecipada de S(R): Se uma func¢ao f pertencea S(R),
entdo a Transformada de Fourier de f estd em S(R). A transfor-
mada de Fourier de uma fungdo serd definida na sequéncia.

3.6 Alguns teoremas importantes da Andlise

3.6.1 Integral por partes
Se f,g € C'([a,b]) entdo

b b
/ u(z) V'(z) de = [u(x) v(x)}z - / u'(z) v(z) dr

3.6.2 Integral por substituicao

Se h = h(y) é uma funcao diferencidvel que pode substituir a varidvel
z, isto é, x = h(y) na integral de tal modo que a = h(a) e b = h(5),
entao

b B
/ﬂmmzjfwmwww

3.6.3 Teorema do valor médio para integrais

Se f = f(x) é uma fungdo continua sobre um intervalo K = [a, b], entdo
existe um ponto ¢ no intervalo aberto (a, b) tal que

b
O =52 [ flaps

3.6.4 Derivada sob o sinal de integral

Se f = f(x,t) é uma fun¢do continua definida sobre W = K X [a, b]
entao
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1. Podemos afirmar que é continua a fun¢do F' = F'(t) definida por

= /abf(x,t) dx

2. Podemos passar a derivada (parcial) para dentro da integral, isto

at/f /81"((% Vs

e:
3.6.5 Regra de Leibniz

Se f = f(z,t) uma funcdo continuamente diferenciavel (de classe C?)
nas duas varidveis, entdo podemos passar a derivada (parcial) para
dentro da integral, mas muito maior cuidado deve ser observado aqui
pois os limites de integracdo, agora sdo fungdes:

/ (. ) = / ) D 4+ 1) 7(510).8) — 00,

4 Transformada de Fourier

4.1 Transformada de Laplace

Ha uma rela¢do intima entre as Transformadas de Laplace e de Fourier.
A Transformada de Laplace de uma fungdo h = h(t) absolutamente
integravel, denotada por L(s) = L(h(t)), é definida para s > 0, por:

L(s) = /0 N h(t) e St dt (3)

Substituindo
s por iw

e integrando agora sobre o intervalo
(_007 OO)

teremos a transformada de Fourier.
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4.2 Definicao de Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier de uma fun¢do h = h(t) absolutamente
integravel, denotada por H(.), é definida para w € R, por:

H(w) = /_ N h(t) et gt (4)

o

As vezes substituimos o parametro w por f ou pelo simbolo w,.

4.3 Transformada de Fourier e fun¢des absolutamente integraveis

O fato de h = h(t) ser absolutamente integravel é suficiente mas nao
é necessario para a obtencdo da Transformada de Fourier, pois exis-
tem func¢bes que ndo sdo absolutamente integraveis mas possuem as
suas Transformadas de Fourier, como é o caso da funcdo sinc(.), agora
definida por:

sint
sinc(t) = p ¢ 70 (5)
1 se t=0

Figura 16: Grafico da func¢ao sinc(.)

Pode-se demonstrar com algum trabalho matematico que

[0

/ SR oo

o

mas
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44 Transformada de Fourier em fungao de f

Tomando w = 27 f, na defini¢do (4), obtemos a transformada de Fourier
de h = h(t) em fungdo da frequéncia fundamental f; do sinal. Desse
modo:

i - [ " h(e) e 2mitfo gy ©)

oo

4.5 Transformada de Fourier em funcao de w,

Se, ao invés de considerar a variavel t, usarmos a variavel z € R, de-
veremos substituir i(t) por h(x) e substituir a frequéncia fundamental
fo por w, que é a frequéncia que depende de z. A transformada de
Fourier ficard na forma:

H(w,) = /_OO h(x) e MW gy (7)

(.¢]

Esta tltima forma pode ser estendida ao caso bi-dimensional:

Fww,) = /_OO / ) e 2T@0) @nw) grgy (@)

onde - é o produto escalar de vetores no plano cartesiano.

4.6 Transformada de Fourier da fun¢ao caracteristica

Obteremos agora a Transformada de Fourier da importante fungéo ca-
racteristica h = h(t) definida sobre o intervalo(—71',T"), por:

|1 se te(=T,T)
h(t)_{() se t& (=T,T)

Pela defini¢do (4), temos que:

Hw) = / N h(t) e ™" dt

oo

logo

T —iwt1 T —iwT iwT
. e e — €
H(w) :/ e “dt = [ ; ] = :

Pela relacdo de Euler, podemos escrever:

2 wl =T 2 : T
Hw) =2 (e 2; > = 2 Gn(or) = 2r¥n@D)

w w T
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e poderemos usar a fungdo sinc(.) na forma mais simples, para escre-
ver:

H(w) = 2T sinc(wT)
4.7 Exemplo com uma func¢ao exponencial decrescente

Seja h = h(t) a fungdo definida por

—t
" _Jetset>=0
ht) = e “(t)_{o se t<0 ®)
onde u = u(t) é a fungdo degrau unitédrio. Pela defini¢do (4), temos
0.8
06
0.4
0.2
-5 oo 5

Figura 17: Gréfico de uma fung¢do exponencial decrescente

00 M
H(w) = /O el e Wit = Jim 0 e W) gy

que pode ser calculado como

p—t(tiw) =M | — e~ M(1+iw)
H(w) = lim : = lim ,
M—oo —(l—l—zw) =0 M—o0 1+ w
assim | o
Hiw) B o

T +iw 14 w?
Exercicio: Para A > 0 e o > 0, obter a transformada de Fourier de:

Ae ™ se t>0
f(t)_{() se t<0

4.8 Exemplo com uma func¢ao exponencial crescente

Seja g = ¢g(t) a fungdo definida por

o) =cul-={ 150 (10)
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0.8
106
0.4
10.2

] a 5

Figura 18: Gréfico de uma fungdo exponencial crescente

onde u = u(t) é a fun¢do degrau unitario.

0 0
H(w) :/ e’ e_iwtdt:/ e!1=) g

—0oQ —0o0

0 _ et(l—zw) t=0
= lim =) g = lim : ]
M——oo [fps M——o00 | 1 — 1w =M
I IT+iw

l—iw 14 w?
Exercicio: Se A > 0 e 3 > 0, obtenha a transformada de Fourier de:

(1) = Aelt se t<0
T=7 0 se t>0

5 Espectros continuos da Transformada de Fourier

5.1 Espectros, Amplitude e Fase

A transformada de Fourier de h = h(t) é uma funcdo H = H(w) cuja
imagem estd no conjunto dos nameros complexos, logo ela pode de-
composta nas suas partes real e imaginaria, mas também pode ser es-
crita em sua forma polar. Tomaremos H, = H,(w) e H; = H;(w), respec-
tivamente, como as partes real e imaginariade H = H(w) e j = v/—1
(para ndo confundir com o indice ¢). Escreveremos:

H:Hr+jHi:|H\ej0(h)

A amplitude da transformada de Fourier H = H, + j H; (ou espectro
de amplitude do sinal » = h(t)) é definida como

|H| = \/H*+ H
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O angulo de fase da transformada de Fourier H = H, +j H; (ou espec-
tro de fase do sinal i = h(t)) é definido por

H.:
0(h) = arctan | —
(h) = arctan (HT)
O espectro de poténcia do sinal h = h(t) é definido como
P(w) = |H]? = H? + H?

Nao é dificil construir os gréficos das fun¢des acima definidas.

5.2 Exemplo

Consideremos a fun¢do do Exemplo 9, definida por h(t) = e’ u(—t)
parat € R. J4 mostramos que a sua Transformada de Fourier é dada

por:
I+ jw

C1+w?

Alguns elementos relacionados com a Transformada de Fourier deste
sinal h = h(t), aparecem na tabela:

]

1
H.=H.(w) = o Parte real
H,=H;w) = . —fuﬂ Parte imagindria
0=0(h) — arctan(w) | Angulo de fase

1

Hl=|Hw)| = Amplitude
=V = g | Ame
P(w) = 1Tr. Espectro de poténcia

Figura 19: Elementos relacionados com os espectros de Fourier

6 Propriedades da Transformada de Fourier

6.1 Translacdao no tempo

Se H(h) = HIh(t)] é a transformada de Fourier da funcdo h = h(t) e a
funcédo h. = h.(t) = h(t — c¢) representa a translagdo da fun¢do h = h(t)
de c unidades para a direita, entdo:

H(h,) = H[h(t — )] = e~ “CH() (11)
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Demonstracao:

H(h.) = H[h(t —¢)] = / h(t — c)e ™“'dt
Com a mudanca de varidvel v =t — ¢, temos

H(h.) = / h(v)e )y = e_iwc/ h(v)e “Ydv = e ™“H(h)

(0. 9] o0

6.2 Translacdao na frequéncia
Se H(w) = HJ[h(t)] é a transformada de Fourier de h = h(t) entao:
H (™0 B(t)) = H(w — wy) (12)

Demonstragdo: Usando a defini¢do (4), escreveremos

H(w) = H[h(t)] = /_ ) h(t) e "W gy

oo

Assim

H(eiwoth(t)) :/ eiwox h(t) e—iwtdt — / 6—i(w—wo)t h(t) dt

0 —0

Tomando v = w — wy, poderemos escrever:

H(e“th(t)) = /_ e (1) di = H(u) = H(w — wp)

oo

6.3 Homotetia (escala) na variavel

Se H(w) = HIh(t)] é a transformada de Fourier de h = h(t), entdo:

H{n(at)] = o H(2) (13)
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Demonstragdo: Para esta demonstragdo, realizaremos a mudanca de
varidvel u = at, considerando primeiramente a > 0.

Hlh(at)] = [ h(at)e ™'dt

w
—iu—

l o
= — [ h(u)e adu
a

1 Bt
= mfoooo h(u)e Yadu
1 w
= — H —_

Consideremos agora a mesma mudangca de varidvel v = at com a < 0.
Hlh(at)] = [ h(at)e ™“!dt

W
—tu—

J RS
= —— [ h(u)e adu
a

1 s
= mffoooh(u)e “adu
1 w
- — H(E
al (=)

6.4 Exemplo

Seja h = x|_1,1) a fungdo caracteristica do intervalo simétrico [-1,1] e a
sua Transformada de Fourier H (w) = 2 sinc(w). Usando a equagdo (13)
e tomando a = 2, poderemos escrever

1 w

H(h(2t) = 5 H(S)

e esta relacdo nos informa que a Transformada de Fourier do sinal com

pa

o “dobro da velocidade” é igual a metade da Transformada de Fourier
com a “metade da velocidade do parametro”.
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1 T
/
0e 1.5]
NE 11
04 0.5
0.z i\ P,
-10 W 0p \ 5/ 10
1 L5 (0 C5 1

Figura 20: Dominios normais, a funcdo e a Transformada de Fourier

O desenho acima mostra tanto a fungdo como a sua Transformada de
Fourier. O desenho abaixo mostra a “nova funcao” e “nova Transfor-
mada de Fourier”.

1
084
06
04
02 . /"'"""-ED

Figura 21: Dominios duplicados e Transformagdo com homotetia

Observamos que ao multiplicar o argumento da funcdo por 2, a altura
desta fun¢do permaneceu a mesma mas o dominio ficou duplicado e o
mesmo ocorreu com a transformada de Fourier desta funcéo.

7 Transformada Inversa de Fourier

A Transformada Inversa de Fourier de g = g(w) é definida como:

H o) =5 [ o) e do
27 J_

Podemos obter a Transformada Inversa de Fourier da prépria Trans-

formada de Fourier de i = h(t), denotada po H = H(w), que depende

da frequéncia w. Se tomarmos a mudanga de varidvel w = 27 f e subs-

tituirmos a diferencial dw = 27df, a fungdo H agora ficara dependendo
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da varidvel f e serd denotada por H = H(f). A defini¢do ficard na
forma:

ht) = 1 (1) = | T H() e

Isto garante a recuperacdo da propria fungao original através da aplicacdo
da Transformada Inversa aplicada a Transformada de Fourier, o que
significa que:

H™'o H = Identidade

Substituindo a frequéncia w por w,, onde w, é a frequéncia que depende
de z € R na defini¢do de Transformada Inversa de Fourier, poderemos
obter uma outra forma para a Transformada Inversa de Fourier de H =
H(w,):

1 [~ »
H(H(w.)) = o / H(w,) X du,
T —00
Com esta forma, podemos estender a defini¢do ao caso bi-dimensional

a fungdo H = H(wy, wy):

1 2 ro0 00 _
H‘l(H(wx,wy))=<%> / / H (wy, wy) €@ b8 duy duw,

8 Transformadas direta e inversa de Fourier

8.1 Pares de transformadas

As Transformadas de Fourier direta e inversa sdao realmente inversas
uma da outra, isto é:

HoH '=Id=H 'oH
Na literatura encontramos notacées com duas setas, uma em cada sen-
tido, para fazer referéncia ao par de fungdes (h, H):

h = H

Esta notagdo indica que H é a Transformada de Fourier de h e que h é
a Transformada inversa de Fourier de H.

8.2 Propriedades Lineares

Tanto a Transformada de Fourier como a Transformada Inversa de Fou-
rier, sdo transformacodes lineares:

H(a f +bg) = a H(f)+b H(g)
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H Y aF, +bFy) =a HYF)+bH '(F)

quaisquer que sejam os escalares complexos a e b.

8.3 Exemplo
Seja h = h(t) a fungdo definida por

27t se t>0
h(t)_{5et se t<0

Como esta funcao h = h(t) é combinagdo linear das funcdes f e g dos
exemplos (9) e (10), isto é, h = 2f + 5¢g, temos pela linearidade que:

H(h) = H(2f +5g) = H(2f) + H(5g9) = 2H(f) + 5H(g)

ou seja
1—zw+ I+iw 743w
1+ w? 1+w? 14 w?

H(h) =2

8.4 Exemplo complexo com um par de transformadas

8.4.1 Transformada direta

Calcularemos a Transformada de Fourier da fun¢do definida por:

se T <t<T
se t=—-Tout=T (14)
se t< —Tout>T

1
_ )1
ht) =9 3
0
Pela falta de dois pequenos detalhes, esta funcdo quase representa a
fungdo caracteristica do intervalo [—7', T, que é um sinal simétrico em
relacdo ao eixo vertical, significando que h é uma funcédo par. A Trans-

formada de Fourier desta fungdo é obtida apenas pela integral no in-
tervalo [T, T] pois a fungado h é nula fora dele.

T . T _
H(h(t)) = / et dt = / e 2t gt

=T =T

seno w = 27 f, f a frequéncia e ndo uma fung¢do! Assim, poderemos
escrever a transformacdo integral como H( f), em funcdo da variével f,
como:

H(F) = H(h(t)) = / cos(2 1) — i sin(2x f1)] dt

=T
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ou seja

H(f) = / cos(2m ft) dt —i/ sin(27 ft) dt

-T -T
A segunda integral é nula pois o integrando desta é uma func¢do impar
definida sobre um intervalo simétrico, logo restara

sin(27 f1)]" sin(2nT f)

Hp = [ 2r f ]—T - 2rlf

que também pode ser escrito como

H(f) =2T sinc(2nTf)

8.4.2 Transformada inversa

Calcularemos agora a transformada inversa de Fourier da funcdo ob-
tida no calculo anterior: H(f) = 27 sinc(2x7T f). Tomaremos w = 27 f

para escrever:
/ H 2m ft df

Substituindo a fun¢do H = H(f) na integral, teremos:

sin(27 fT)

H Y H(f)) = / 27—~ T e it qf
e simplificando, obteremos
_ 1 [ sin27fT) .
() — - [

Pela relacdo de Euler, podemos escrever

HY(H(f)) = M cos(2m 1) df
T [ sin(2r fT) .
W/—oo T sin(27 ft)] df

A segunda integral é nula pois o integrando é uma fun¢do impar na

varidvel f. Como sin(z) cos(y) = 1 [sin(z + y) + sin(z — y)], entdo

1
v
+ 1

sin(2r fT) cos(2w ft) = %[sin(Qﬂf(T +1t)) +sin(2n f(T —t))]
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assim
HAH() = % _OO sin(27 f (T + 1)) + sin(27 f(T —t)) if
B sin(2n f(T + t)) sin(2r f(T' — 1))
"L[¥O o f df l/m 2m f Y

Multiplicando e dividindo a primeira integral por 7" + ¢, e repetindo
esta operagdo na segunda integral com 7" — ¢, vira:

[ sin(2x f(T = 1))

Utilizando o fato (do Calculo Integral) que para a # 0:

> sin(2 1
/ sin( Wax)dx _ b
o  2maz 2|a|

T+t T—t 1
= —|sinal(T +t inal(7T" —t
T+ 4 +2\T—t\ 2[sma( +t) + sinal( ]

Analisaremos os valores de ¢t € R no intervalo [T, T] e fora dele.

obtemos:

HY(H(f)) =

(@) Set < —T,sinal(T +t) = —1 esinal(7T" — t) = 1, entdo:

HO(H() =]
(b) Set > —T,sinal(T +t) = 1 esinal(T" — t) = —1, entao:

H(H(f)) = 51— 1] =0

—141]=0

(c) Se =T <t < T,sinal(T +t) = 1 esinal(T —t) = 1, entdo:
1
HH) =1 =1

(d) Set =T et = —T um dos sinais é nulo e a fungdo vale 1/2.

Desse modo
1 se T <t < T
H'H(f))=} 4 se t=-Tout=T
0 se t<—-Tout>T
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8.4.3 Conclusio

Todo este esfor¢o matematico foi feito para recuperar a funcao original
que tinhamos. Temos entdo o par de transformadas:

1 se —T <t < T
1 se t=-Tout=T
0 se t<-Tout>1T

H(f) =2Tsinc2nfT) = h(t)=

Exercicio: Construir o grafico da func¢do h=h(t) e também da transfor-
mada H=H(f) obtida em funcdo da frequéncia f.

9 Convolucao de Funcoes

9.1 Produto de transformadas e a convolucao

O produto das transformadas de Fourier de duas fun¢des ndo é igual a
transformada de Fourier do produto dessas fungdes, isto é:

H(f-g)# H(f) H(g)

mas a igualdade valerd apds trocarmos o - pelo *, significando a convolugao
das fungdes f e g, que sera definida na sequéncia.

9.2 Definicao de convolucgao

Consideremos as fungdes f e g cujo produto h(x) = f(x)g(z) é uma
funcdo absolutamente integravel. A convolugdo entre f e g, denotada
por f * g, é definida por qualquer uma das integrais:

(f * 9z /fa:— w)dw:/j;f(w)g(a:—w)dw

Em alguns textos, o termo convoluc ao aparece como produto de convolugéo.

9.3 Propriedades da convolucao

Embora algumas das propriedades abaixo ndo possam ser demonstra-
das facilmente, quando tem sentido a convolucdo para certas fungdes,
tem-se:

(1) Comutatividade: fxg=gx* f
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(2) Associatividade: fx (gxh) = (f*g)*h
(3) Distributividade: fx (g+h) = fxg+ f*h
(4) Elemento nulo: f*x0 =0

(5) Elemento identidade: Existe um objeto matematico que recebe o
nome de distribuic a0 (ndo é uma funcdo!) e que faz o papel
da identidade para este “produto” de convolugao, isto é, 0  f = f

9.4 Alguns exercicios importantes

1. Obter a convolugdo das fungdes definidas por:

1 zel-1,1] 1 z€]6,8

f(x):{o v¢[-1,1] © g(x):{o v ¢ [6,8]
2. Mostrar que

/ e dw = Nz

(e.¢]
Sugestdo: Usar integrais duplas improprias e mudancas de varidveis
com coordenadas polares para o célculo.

3. Usar a integral do item anterior, para mostrar que

/_00 (2 —w)e dw = av/7

oo

2
4. Mostre que a convolugdo entre fungdes f(z) = z e g(x) = e~ 7

para z € R é dada por:

Fro)@) = [ @-w)e o= av

oo

10 A distribuicao delta de Dirac

10.1 Elementos gerais sobre ¢

A distribui¢do delta de Dirac é um objeto matematico definido para
fazer o papel da identidade para a operagao de convolugdo de fungdes.
A distribuic¢do J torna mais facil a unificagdo do tratamento do estudo
de Séries de Fourier e Transformadas de Fourier. Fisicamente, ela pode
ser interpretada como um impulso de energia em um sistema, razdo
pela qual recebe o nome de Fung¢do Impulso de Dirac.
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10.2 Funcao degrau unitdrio e funcao caracteristica

Ja definimos a func¢do degrau unitdrio de Heaviside, como

u(z) = 1 se x>0
10 se x<0

A translagdo desta fungdo de c unidades para a direita é definida por

o) = u(z — ¢) = {

Definimos a fungdo caracteristica de um conjunto real / como

1 se z>c
0 se z<c

1 se ze€1

Xf(x):{o se x¢1

A funcdo caracteristica de um intervalo real I = [a, b] pode ser escrita
em funcdo de duas translagdes da funcdo degrau unitario como:

Xa,b] (z) = u(r —a) —u(r — b)

10.3 A distribui¢do 6 como limite de fun¢oes reais

Uma das formas usadas para construir a distribuicdo delta de Dirac
é tomar uma sequéncia de funcoes caracteristicas pares (ntcleos de
Dirac) que dependem de um parametro » > 0, sendo que a 4rea da
regido localizada sob o grafico de cada fungdo caracteristica no semi-
plano superior deve ser sempre igual a 1, ou seja, tomar:

Pr(@) = 5 X (el (1) = -l +7) — u(z 1)

e tomar o limite quando r — 0, isto é:
5(x) = lim 1 ()
r—0

Exercicio importante: Construir os gréficos de algumas dessas fungdes,
como por exemplo, 1, ¥1/2, P1/4, P1/8, - - -, Para observar que, a medida
que os valores de r diminuem se aproximando de 0, as alturas das
funcdes ¢, aumentam tendendo a oo.

A partir dos graficos obtidos no exercicio, é possivel observar que a
distribui¢do § = J(x) pode ser pensada como uma “fun¢do” quase sem-
pre nula, com um impulso infinito na origem do sistema, isto é:

oo se =0
5(x)—{ 0 se z#0
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A translacdo de c unidades para a direita da distribuicdo ¢ é definida

como
o se xr==c

5C(x)=5($—c):{ 0 se x ¢

A distribuigdo delta de Dirac, denotada por § = §(x), é definida como
um objeto matemdtico, com as seguintes caracteristicas especiais:

1. 6(z) =0 sex#0

2. )(z) =6(—x) paratodozr e R
3. 6(0) = 0

4. 7 6(x)dz =1

10.4 Mais rigor matematico com a distribuicao 4

Rigorosamente falando, 6 ndo é uma funcao, pois assume o valor co no
ponto z = 0 e a integral (item 4) apresentada acima, deveria ser nula.
Quando utilizada em uma convolugédo, a distribuicdo 0 se comporta
como uma fun¢do. Em geral, aparece definida em livros, através da

propriedade:
F0) = [ @) o(a) d

mas esta integral também néo faz sentido pois 6 ndo é uma funcdo. Na
verdade, devem ser usados os nticleos de Dirac para dar consisténcia a
esta definicdo e podermos escrever:

10) = [ @ o o= [ @) ting () do

10.5 Propriedades da distribui¢ao ¢ de Dirac

1. Se f = f(x) é uma fungao continua, entao

(f *0)(x) = f(=)

Demonstragao: Seja f = f(z) uma fungdo continua. Pela defini¢édo
de convolugédo, temos que

Fxo)e) = [ st =0
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Se a distribui¢do § = §(v) é definida por §(v) = lin% ©r(v), escreve-
remos "

(fxd)(x) = / fx—v hmgpr( ) dv

r—0
= hr%/ f:c—v [u(z +7r) —u(lx —r)] dv
x+7
— lim —
TE%QT f()

sendo que a ultima integral acima foi obtida através da mudanga
de varidvel z —v = w. Pelo teorema da média para integrais, existe
um ponto ¢ € (v — r,x + ) tal que

(f *0)(x) = lim f(c) = f(x)

r—0

sendo que a ultima igualdade acima foi garantida pelo fato que
quando r — 0, o intervalo (z —r, x4 1) se “comprime” no conjunto
unitario {z}.

2. Se f = f(x) é uma funcdo continua em z = 0, entdo

[ffmwmwxzﬂm

Demonstracao: Pelo item anterior, garantimos que

f@%zﬁ*&@ﬂz/mf@—vﬁwﬂv

assim, em particular, quando = = 0, temos

ﬂ@z%f*&@%:[%fFWmev

Com a mudangca de varidveis v = —z, podemos escrever

/ f(x)d(—x)dx = /_Z f(x)d(x)dx

uma vez que 6(—x
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3. Se f = f(x) é uma func¢do continua em = = ¢, entdo
(f *dc)(x) = fc)

Esta tltima propriedade tem uma importante consequéncia do ponto
de vista da Computacdo Grafica.

10.6 Propriedade grafica de 6 com a convolugao

As vezes, a distribuicdo § é denotada por dy para indicar que ela re-
presenta um “impulso” no ponto x = 0. Quando desejamos indicar
um “impulso” em um ponto genérico z = ¢, usamos a notagdo . que
representa, por defini¢do:

de(x) = do(x — ¢) = d(x — ¢)

A convolugdo de fungdes e a distribui¢do J,. realizam um papel fun-
damental em Computacdo Gréafica. Se um objeto grafico estd definido
por um sinal f = f(z), podemos obter uma cépia de f = f(z) em
uma posi¢do z = c realizando a convolugdo da distribui¢do J. com
f = f(x) para obter f(x—c), que é aimagem de f transladada de ¢ uni-
dades para a direita. Existe um andlogo no plano: Se um objeto grafico
plano estd definido por um sinal f = f(z,y), podemos obter uma
copia de f = f(x,y) em uma posigdo (c,d) realizando a convolucdo
da distribuicao ¢, 4y com f = f(z,y) para obter f(z —c,y —d), que é a
imagem de f transladada de (¢, d) no plano cartesiano.

11 Transformada de Fourier da convolu¢ao

Se faz sentido obter a convolucao das funcgoes f e g, entao:

H(f)-H(g)=H(f*g)

Aplicando a Transformada Inversa de Fourier a esta relagdo, obtemos:

H{H(f) H(g)} =H "(H(f*g))=[*g

11.1 Transformada de Fourier da distribuicao ¢

Como vimos, a altima propriedade da distribui¢cdo J nos mostra que
f *x0 = f para toda fungdo f para a qual tem sentido a convolugéo,
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logo pelo Teorema da convolugao:

H(f)H(0) = H(f *6) = H(f)

e podemos escrever que
H(S) =1

Tem sentido entdo escrever o par de transformadas

o = 1

12 Transformadas de Fourier de Derivadas

12.1 Transformadas de derivadas parciais

Para apresentar algumas propriedades das transformadas de Fourier
para algumas derivadas parciais, necessitaremos exigir algumas carac-
teristicas das fung¢des u = u(x,t), como por exemplo:

lim w(z,t) =0, lim @(x,t) =0

Estas exigéncias sdo andlogas a exigirmos que a fun¢do u = u(x,t)
pertenga ao espago de Schwarz no plano cartesiano.
Se as derivadas sdo realizadas em relacao a variavel z, escreveremos

0 > .

H <_u> = H(u,) :/ uz(z,t)e "“dr = iwH (u)

Ox e

Pela definicdo da Transformada de Fourier de u,, temos:
H(u,) = / Uy (z,t)e“dr

Usando a integracdo por partes na integral impropria

[ @) dn(@) = @@=, - [ n) dmia)

com m(z) = e ™, dm(z) = —iwe “dz, n(r) = u.(zr,t) e
dn(z) = u(x,t)dzr, teremos:

. 1 .
. . —iwM : —iwN
H(u;) = N%lir(l)ou(M,t)e Nir NEIPOOU(N,t)e

1 o0 ; — W
~ [, t) (—iw)e " da
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Assim

0 que garante que
H(u,) =iw H(u)

Pela dupla aplicagdo do processo anterior temos:
H(uy,) = —w?H (u)

Se as derivadas sdo realizadas em relacdo a variavel ¢, podemos obter
as transformadas de Fourier de algumas derivadas de fung¢des, como:

H(uy) = / w(x, t)e “dr = %H(u)

Realmente:

H(?‘)_?> = / wy(z,t)e”“dr = %/ u(z,t)e “dr = %H(u)

Analogamente, temos que:

82“ > — W 62
() = / e dr = S H(u)

13 Soluc¢ao da Equacao do Calor

A Transformada de Fourier pode ser aplicada na obtengdo da solugdo
de um Problema com Valores Iniciais (PVI) com uma Equacao Diferen-
cial Parcial do Calor, como:

) 5?
8—?:1(8—;; (z € R,t > 0)
u(z,0) = f(z) (z € R)

Tomemos as Transformadas de Fourier em relagdo a varidvel = em am-
bos os membros da Equacdo Diferencial Parcial e também na Condicao
Inicial, para obter fun¢Oes apenas da varidvel ¢. Assim teremos:

H(u;) = KH(uy,), %H(u) = —Kw*H(u)
Para simplificar, tomaremos a Transformada de Fourier de u = u(z, )

com a letra maitiscula U(t) = H(u) e U(0) = H(f). Como tomamos a
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funcdo U = U(t) apenas, ndo hé necessidade de usar a derivada parcial.

Assim, temos o PVI:
d
LU =K —wfU),  U0) = H()

Este é um PVI para uma Equacdo Diferencial Ordindria Linear e ho-
mogeénea de la. ordem, cuja solugdo é dada por:

Ut) = U(0) e—0 W't

significando que:
2 2
H(u) = H(f) e

Se conhecermos uma fungdo g=g(x) cuja Transformada de Fourier seja
dada por H(g) = e *“"* poderemos escrever

e usar a convolugdo para garantir que:

H(u) = H(f) - H(g) = H(f *g)

Aplicando a Transformada Inversa de Fourier, teremos:

u(z,t) = fx*g

onde u = u(x,t) serd a solugdo do PVI dado, desde que tenhamos re-
solvido o problema de obter g = g(z,t), mas a propriedade desejada é
satisfeita pela funcdo “gaussiana”:

2

T
:U, t = 6_ 4a2t
9w t) = =
e o par de transformadas é dado por:
1 -
2 2 -
Hlwl = e~ 0wt — z,t) = e 4da2t

E um fato notdvel que, tanto a fungdo original como a sua Transfor-
mada de Fourier sdo fun¢des “gaussianas” (da mesma forma), para
uma escolha apropriada de ¢.
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A solugdo do PVI é entdo dada pela convolugao:

2

uat) = (F +9)@) = (= ¢ 4) = f(0)
ou seja
u(w,t):(g*f)(x)ZQG\/E/ooe W f(w) de

13.1 Observacao sobre este material

Este material ndo é simples para um aluno de niveis iniciais, mas é
béasico para os interessados em estudar mais profundamente a Analise
de Fourier. Neste caso, vocé deverd estar preparado do ponto de vista
matematico pois os temas envolvidos com a Anélise Harmonica sao
aplicados em praticamente todos os campos cientificos ligados a esta
area tecnoldgica como Processamento digital de sinais e especialmente
a Computacdo Gréfica.
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