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1 Sinais periódicos, simetrias e Séries de Fourier

1.1 Perı́odos e frequências de sinais

Um sinal (ou função) s = s(t) é dito periódico, se existe um menor
número real positivo T , denominado perı́odo fundamental para este si-
nal, tal que para todo t ∈ R:

s(t) = s(t + T )

O perı́odo T de um sinal caracteriza o número de T radianos necessários
para que o sinal s = s(t) volte a ter a mesma forma inicial.
Para um sinal T -periódico, a medida do inverso de T :

f0 =
1

T
[Hertz]

é denominada a frequ ência fundamental deste sinal. Este número,
mede o número de vezes que ocorre a repetição deste sinal no perı́odo
T .

Figura 1: Gráfico da senóide s(t) = 3 cos(2t− π/2)

Para o sinal do gráfico acima, temos que f0 = 1/π. A frequência funda-
mental f0, medida em [rad/s ], é a velocidade do sinal para dar 1 volta
completa no perı́odo T . Como uma volta completa mede 2π radianos,
definimos a frequência angular deste sinal como:

ω =
2π

T
= 2πf0
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Para o sinal s(t) = 3 cos(2t− π/2), temos que ω = 2, o que significa que
s = s(t) se repete 2 vezes enquanto o parâmetro t percorre um intervalo
de comprimento 2π, por exemplo, o intervalo [0, 2π].
Na literatura, é bastante comum encontrarmos a frequência angular ω

indicada simplesmente como a frequência.

1.2 Duração de um sinal

Se um sinal s = s(t) é T -periódico, definimos a duração d deste sinal
como o tempo que o sinal não se anulou dentro do perı́odo T .

1.3 Um sinal simples (senóide) no domı́nio do tempo

Um sinal simples pode ser representado graficamente por uma função
sinusoidal (senóide ou cossenóide) e pode ser escrito na forma geral

s(t) = A0 + C1 cos(ωt + θ)

Os quatro parâmetros que caracterizam este sinal, são:

1. A0 é a altura média do sinal em relação ao eixo das abscissas.

2. C1 é a amplitude do sinal que é a altura da oscilação.

3. ω é a frequência angular [rad/s ] que indica a medida de uma
volta completa no perı́odo T do sinal.

4. θ é o ângulo de fase ou o deslocamento da fase, que mede o quanto
a curva está deslocada horizontalmente para a direita.

Da trigonometria elementar, temos que:

cos(ωt + θ) = cos(ωt) cos(θ)− sin(ωt) sin(θ)

logo
s(t) = A0 + C1[cos(ωt) cos(θ)− sin(ωt) sin(θ)]

Para reduzir a expressão acima, tomamos:

A1 = C1 cos(θ) e B1 = −C1 sin(θ)

e com estes novos parâmetros, escrevemos

s(t) = A0 + A1 cos(ωt) + B1 sin(ωt)

Mostramos assim que, todo sinal sinusoidal pode ser expresso como
uma combinação linear de cos(.) e sin(.), deslocado de uma medida
vertical A0. Se os valores de A1 e B1 são dados, podemos obter C1 e o
ângulo de fase θ.
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1.4 Exemplo com um sinal sinusoidal

Como uma senóide tem a forma geral s(t) = A0 + C1 cos(ωt + θ) toma-
remos o sinal

s(t) = 3 cos
(
2t− π

2

)
Neste caso, a amplitude é igual a 3, a frequência angular é 2, o ângulo
de fase é −π/2 e A0 = 0 o que indica que a translação vertical deste
sinal é nula.

Figura 2: Gráfico de uma senóide

1.5 Três tipos importantes de simetrias

Consideremos um sinal s = s(t) de perı́odo T . Dizemos que s = s(t)
tem simetria

1. par, se para todo t ∈ R, s(−t) = s(t).

2. ı́mpar, se para todo t ∈ R, s(−t) = −s(t).

3. de meia-onda, se para todo t ∈ R, s(t + T
2 ) = −s(t). Geometrica-

mente, o gráfico da segunda metade do sinal s = s(t) no perı́odo T

é a reflexão do gráfico da primeira metade de s = s(t) em relação
ao eixo dos tempos, transladada (deslocada) de T

2 para a direita.
Um exemplo disso pode ser visto no gráfico.
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Figura 3: Sinal de meia-onda

1.6 Série de Fourier com coeficientes reais

Se s = s(t) é uma função T -periódica, então podemos escrever a série
de Fourier de s = s(t), como:

s(t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

[ an cos(
2nπt

T
) + bn sin(

2nπt

T
) ]

onde

a0 =
2

T

∫ T/2

−T/2
s(t)dt

an =
2

T

∫ T/2

−T/2
s(t) cos(

2nπt

T
)dt

bn =
2

T

∫ T/2

−T/2
s(t) sin(

2nπt

T
)dt

Tomando a frequência angular como ω = 2π/T , poderemos escrever
uma expressão onde aparecem poucas frações:

s(t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

[ an cos(nωt) + bn sin(nωt) ]

onde an e bn são, respectivamente, as amplitudes das funções cos(nωt) e
sin(nωt) e os argumentos nω são múltiplos inteiros positivos da frequência
angular.

1.7 Série de Fourier com coeficientes complexos

Podemos representar um sinal T -periódica através de uma série de
Fourier complexa. A idéia básica é escrever a série de Fourier de s =
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s(t) em qualquer uma das formas complexas:

s(t) =
∞∑

n=−∞
Cn e2πint/T =

∞∑
n=−∞

Cn einωt

onde ω = 2π/T e n é um número inteiro. Os coeficientes de Fourier
complexos da função s = s(t), são dados por qualquer das duas inte-
grais:

Cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) e−2πint/T dt =

1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) einωtdt

1.8 Condições para a existência de uma série de Fourier

Para construir a série de Fourier de uma função s = s(t), devemos
exigir que:

1. Esta série seja uniformemente convergente para s = s(t);

2. As funções envolvidas nos cálculos sejam absolutamente integráveis
e como consequência disso, integráveis;

3. A função s = s(t) seja seccionalmente diferenciável.

Muitas vezes algumas dessas condições se sobrepõe e são desnecessárias.
Se s = s(t) é uma função T -periódica, então esta função possui compo-
nentes cos(nωt) e sin(nωt) cujos argumentos são frequências múltiplas
inteiras da frequência angular ω do sinal.

1.9 Simetria de meia-onda e coeficientes reais

A série de Fourier de s = s(t) com coeficientes reais pode ser posta na
forma

s(t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

[ an cos(ntω) + bn sin(nωt) ]

onde ω = 2π/T . Para cada n = 1, 2, 3, ...:(
an

bn

)
=

2

T

∫ T/2

−T/2
s(t)

(
cos(nωt)

sin(nωt)

)
dt

e

ao =
2

T

∫ T/2

−T/2
s(t)dt
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A simetria de meia-onda garante que os todos os coeficientes com
ı́ndices pares para a série de Fourier de s = s(t) se anularão, isto é, para
todo
n = 0, 2, 4, ..., an = bn = 0. Calcularemos apenas os coeficientes com
ı́ndices ı́mpares. Realmente,

an =
2

T

∫ T/2

−T/2
s(t) cos(nωt)dt

=
2

T

∫ T

0
s(t) cos(nωt)dt

=
2

T

∫ T/2

0
s(t) cos(nωt)dt +

2

T

∫ T

T/2
s(t) cos(nωt)dt

Com a mudança de variável v = t− T
2 na segunda integral, obtemos

an =
2

T

∫ T/2

0
s(t) cos(nωt)dt +

2

T

∫ T/2

0
s(t +

T

2
) cos[nω(t +

T

2
)]dt

Como cos[nω(t+ T
2 )] = (−1)n cos(nωt) e como s(t+ T

2 ) = −s(t), podemos
escrever

an =
2

T

∫ T/2

0
s(t) cos(nωt)dt +

2

T

∫ T/2

0
−s(t)(−1)n cos(nωt)dt

Utilizando a mesma vari ável muda u nas duas integrais, teremos

an =
2

T

∫ T/2

0
s(u) cos(nωu)du +

2

T

∫ T/2

0
−s(u)(−1)n cos(nωu)du

e estas integrais podem ser incorporadas em apenas uma integral

an =
2

T

∫ T/2

0
s(u) cos(nωu)[1− (−1)n]du

Se n é par, então an = 0 e se n é ı́mpar, temos que

an =
4

T

∫ T/2

0
s(u) cos(nωu)du

De forma análoga, podemos mostrar que, para n par segue que bn = 0
e para n ı́mpar, temos que

bn =
4

T

∫ T/2

0
s(u) sin(nωu)du
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1.10 Exemplo de sinal com simetria de meia-onda

Consideremos o sinal s = s(t) de perı́odo T = 2π definido por

s(t) =

{
t se −π < t < 0
π − t se 0 ≤ t < π

A frequência angular é ω = 1. Pelas análise anteriores, an = bn = 0 se n

é par e quando n é ı́mpar:

an =
1

π

∫ π

0
t cos(nt)dt =

(−1)n − 1

πn2 =
−2

πn2

bn =
1

π

∫ π

0
t sin(nt)dt = −(−1)n

n
=

1

n

Desse modo, a série de Fourier é dada por

s(t) =
a0

2
+

∑
n ı́mpar

[
−2

πn2 cos(nt) +
1

n
sin(nt)

]

1.11 Simetria de meia-onda e coeficientes complexos

Um sinal s = s(t) T -periódico com simetria de meia-onda, possui a pro-
priedade s(t+ T

2 ) = −s(t) para todo t ∈ R. A expansão em série de Fou-
rier com coeficientes complexos para este sinal s = s(t), terá a forma

s(t) =
∞∑

n=−∞
cn einωt

onde ω = 2π/T e para cada n ∈ Z

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t)e−inωt dt

A simetria de meia-onda garante que os todos os coeficientes comple-
xos com ı́ndices pares para a série de Fourier de s = s(t) se anularão,
isto é, para todo n = 0,±2,±4,±6, ..., teremos cn = 0 e deveremos
apenas calcular os coeficientes com ı́ndices ı́mpares. Realmente,

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) e−inωtdt

=
1

T

∫ T

0
s(t) e−inωt dt

=
1

T

∫ T/2

0
s(t) e−inωt dt +

1

T

∫ T

T/2
s(t) e−inωt dt



1.12 Simetrias par e ı́mpar e coeficientes complexos 8

Com a mudança de variável v = t− T
2 na segunda integral, obtemos

cn =
1

T

∫ T/2

0
s(t) e−inωt dt +

1

T

∫ T/2

0
s(v + T/2) e−inω(v + T/2) dv

Como e−inω(v+T/2) = (−1)ne−inωv e como s(t + T
2 ) = −s(t), escreveremos

cn =
1

T

∫ T/2

0
s(t) e−inωt dt +

1

T

∫ T/2

0
−s(v) (−1)ne−inωv dv

Com a mesma vari ável muda u nas duas integrais, escrevemos

cn =
1

T

∫ T/2

0
s(u) e−inωu du +

1

T

∫ T/2

0
−s(u) (−1)ne−inωu du

e reunindo estas duas integrais em apenas uma integral, teremos

cn =
1

T

∫ T/2

0
s(u) e−inωu[1− (−1)n] du

A expressão em colchetes determina o valor. Se n é par, então cn = 0 e
se n é ı́mpar, temos que

an =
2

T

∫ T/2

0
s(u) cos(nωu)du

De modo análogo, se n é par bn = 0 e se n é ı́mpar, temos que

cn =
2

T

∫ T/2

0
s(u) e−inωu du

1.12 Simetrias par e ı́mpar e coeficientes complexos

Se s = s(t) é um sinal T -periódico par, então

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) e−inωt dt

=
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) [cos(nωt)− i sin(nωt)] dt

=
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) cos(nωt) dt− i

1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) sin(nωt) dt

=
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) cos(nωt) dt + 0
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A última integral se anula, pois o integrando é uma função ı́mpar ob-
tida pelo produto de um sinal par s = s(t) pela função sin() que é
ı́mpar. Basta realizar a primeira integral que possui um integrando par
para obter

cn =
2

T

∫ T/2

0
s(t) cos(nωt) dt

Se s = s(t) é um sinal T -periódico ı́mpar, então

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) e−inωt dt

=
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) [cos(nωt)− i sin(nωt)] dt

=
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) cos(nωt) dt− i

1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) sin(nωt) dt

= 0 +
i

T

∫ T/2

−T/2
s(t) sin(nωt) dt

A primeira integral se anula, pois o integrando é uma função ı́mpar
obtida pelo produto de s = s(t) que é ı́mpar e de cos() que é par. Basta
realizar a segunda integral que possui um integrando par para obter

cn =
2 i

T

∫ T/2

0
s(t) sin(nωt) dt

2 Espectros discretos de frequência

2.1 Um sinal simples no domı́nio da frequência

Se t é a variável tempo, um sinal sinusoidal simples s = s(t) pode ser
escrito na forma

s(t) = A0 + C1 cos(ωt + θ)

Há uma forma diferente que proporciona uma análise do sinal em
função do comportamento oscilatório do mesmo. Podemos pensar que
este sinal depende de dois parâmetros: ω a frequência angular e θ o
ângulo de fase. Construı́mos os gráficos de duas funções no sistema
cartesiano, em que o domı́nio de ambas é o (mesmo) conjunto de todos
os múltiplos inteiros da frequência angular ω, mas as imagens mostram
os comportamentos de ambas:

1. C1 = C1(ω) é a amplitude em função de ω.
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2. θ = θ(ω) é o ângulo de fase em função de ω.

Com estas funções, é possivel estudar o sinal s = s(t) em função da
frequência angular ω, donde provém o nome sinal no domı́nio da
fequência.

2.2 Motivos para estudar espectros de Fourier

1. Séries de Fourier são utilizadas no estudo de sinais periódicos, en-
quanto que Transformadas de Fourier são utilizadas no estudo de
sinais não periódicos.

2. Séries de Fourier e Transformadas de Fourier, quando usadas em
conjunto, são adequadas para estudar o espectro de um sinal.

3. O espectro de um sinal é um objeto matemático apropriado para
descrever, de uma forma bastante conveniente, um sinal a partir
da variável que representa a frequência angular do sinal, do que
através de uma curva em função do tempo, além de informar a
medida da frequência do sinal.

4. Embora uma série de Fourier com coeficientes reais parece dar a
aimpressão que pode ser obtida mais facilmente do que a série
de Fourier com coeficientes complexos, às vezes, usamos a série
complexa que possui caracterı́sticas matemáticas do sinal de uma
forma mais sintética, além de ser exatamente por este meio que
podemos obter mais facilmente a fase e a amplitude do sinal.

2.3 Representações de um sinal periódico

Pela discussão anterior, já vimos que um sinal periódico s = s(t), pode
ser representado de dois modos equivalentes relacionados um com o
outro: Representação no domı́nio do tempo ou no domı́nio da frequência.
A representação no domı́nio da frequência depende das amplitudes
e dos argumentos das componentes da série de Fourier complexa da
função s = s(t).

Como todo número complexo z tem uma representação na forma polar,
o coeficiente de Fourier complexo cn pode ser escrito como:

cn = An eiθn
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onde An = |cn| é a amplitude da n-ésima componente harmônica de
s = s(t) e θn = arg(cn) é o ângulo de fase de cn, que é o ângulo formado
entre o número complexo (pensado como um vetor) cn e o eixo real
OX .

2.4 Espectros discretos de sinais periódicos

Com relação aos espectros discretos básicos de um sinal s = s(t):

1. O espectro de amplitude é o gráfico das amplitudes An em função
das respectivas frequências de s = s(t).

2. O espectro de fase é o gráfico das fases θn em função das respecti-
vas frequências de s = s(t).

Observação: Se s = s(t) é uma função periódica real, o complexo con-
jugado de cn coincide com c−n e nesse caso temos:

c−n = cn, A−n = |c−n| = |cn| = An

arg(c−n) = − arg(cn), θ(−cn) = −θ(cn)

garantindo que o espectro de amplitude do sinal s = s(t) é simétrico
em relação ao eixo vertical (função par) e o seu espectro de fase é
simétrico em relação à origem do sistema cartesiano (função ı́mpar).

2.5 Exemplo gráfico em que o perı́odo é igual à duração

Seja a função sinal 2π-periódica (ı́mpar) definida por

s(t) = sinal(t) =

{
+1 se 0 < t < π

−1 se −π < t < 0

Mostre que a série de Fourier complexa desta função é:

s(t) =
∑

k ı́mpar

− 2i

kπ
eikt

Neste caso, o perı́odo é T = 2π e a frequência angular é ω = 2π/T = 1.
Para cada k inteiro ı́mpar, temos:

Ak =
2

|k|π
e θk = −sinal(k)

π

2

Para cada k inteiro par, temos que ck = Ak = θk = 0
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Figura 4: Algumas amplitudes e fases em função das frequências

Figura 5: Gráfico das amplitudes em função das frequências

Figura 6: Gráfico das fases em função das frequências
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2.6 Exemplo em que a duração é menor do que o perı́odo

Já definimos antes a duração d de um sinal T -periódico s = s(t) como
o tempo que o sinal permanece não nulo neste perı́odo T . Vamos con-
siderar um sinal T -periódico com duração d, definido por:

s(t) =

{
1 se |t| ≤ d/2
0 se |t| > d/2

Figura 7: Pulso com d = T/2 e 3 “retângulos” no intervalo [−3π, 3π]

Se tomarmos ω = 2π/T e a série de Fourier deste sinal como

s(t) =
∞∑

n=−∞
Cn e2πint/T =

∞∑
n=−∞

Cn einωt (1)

então, para cada inteiro n inteiro, os coeficientes de Fourier complexos
da função s = s(t), serão dados por qualquer das integrais:

Cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) e−2πint/T dt =

1

T

∫ T/2

−T/2
s(t) e−inωtdt

e como s = s(t) é não nula apenas no intervalo [−d/2, d/2], então:

Cn =
1

T

∫ d/2

−d/2
e−inωt dt

que pode ser reescrito como:

Cn =
1

T

[∫ d/2

−d/2
cos(nωt)dt− i

∫ d/2

−d/2
sin(nωt)dt

]
A segunda integral é nula, pois a função sin(.) é ı́mpar no intervalo
simétrico [−d/2, d/2], logo:

Cn =
2

Tnω
sin(

ndω

2
) =

1

nπ
sin(

ndπ

T
)
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onde n ∈ Z e a série de Fourier complexa será escrita através de uma
das formas:

s(t) =
∞∑

n=−∞

2

Tnω
sin(

ndω

2
) einωt =

∞∑
n=−∞

1

nπ
sin(

ndπ

T
) e2πint/T

2.7 Função sinc

Em virtude do uso intenso e para simplificar as nossas notações, defi-
niremos a função sinc para x ∈ R, por:

sinc(x) =


sin(xπ)

xπ
se x 6= 0

1 se x = 0

(2)

O limite fundamental
lim
u→0

sin(u)

u
= 1

garante que podemos definir sinc(0) = 1. Outro fato simples, mas de
grande importância, é que sinc(x) = 0, para todo número inteiro x.

Figura 8: Gráfico da função sinc(.)

2.8 O último exemplo à luz da função sinc(.)

Consideremos a função

s(t) =

{
1 se |t| ≤ d/2
0 se |t| > d/2
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Como já obtivemos antes os coeficientes de Fourier cn, então multipli-

cando e dividindo cada coeficiente por
nπd

T
, obtemos:

cn =
1

nπ
sin(

nπT

T
) =

1

nπ

nπd

T

[
T

nπd
sin(

nπd

T
)

]
que pode ser reescrito para cada n ∈ Z, como

cn =
d

T

sin(
ndπ

T
)

ndπ

T

=
d

T
sinc(

nd

T
)

e a série de Fourier complexa pode então ser reescrita como:

s(t) =
∞∑

n=−∞

d

T
sinc(n

d

T
) e2πint/T

Agora construiremos os espectros de amplitude An e de fase θn em
função dos respectivos múltiplos da frequência fundamental f0 = 1/T .
Os gráficos serão construı́dos com barras verticais, respectivamente, de
alturas An nas posições nf0 do eixo das abscissas, para cada n inteiro.

A razão d/T entre a duração e o perı́odo é importante. Faremos várias
análises para entender mais à frente a estreita ligação entre séries e
transformadas de Fourier. Consideraremos os comportamentos das
amplitudes An com a duração d fixa e os perı́odos T aumentando em
função do valor d fixado.

1. T = d Neste caso, c0 = 1 e cn = 0 para cada n inteiro não nulo.

Figura 9: Gráfico das amplitudes com T = d

2. T = 2d Neste caso c0 = 1/2. Se n é par segue que cn = 0 mas se n

é ı́mpar

cn =
1

2
sinc(

n

2
)
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Figura 10: Gráfico das amplitudes com T = 2d

3. T = 3d Neste caso, c0 = 1/3 e se n é múltiplo inteiro de 3, segue
que cn = 0, mas se a divisão de n por 3 tem resto não nulo, temos
que

cn =
1

3
sinc(

n

3
)

Figura 11: Gráfico das amplitudes com T = 3d

4. T = kd Aqui c0 = 1/k. Se n é múltiplo inteiro de k, segue que
cn = 0, mas se a divisão de n por k tem resto não nulo, segue que

cn =
1

k
sinc(

n

k
)

Cada gráfico das amplitudes foi desenhado com:

• Uma barra vertical de altura igual a 1/k em n = 0,

• Barras verticais de alturas
1

k
sinc(

n

k
) sobre os pontos de

abscissas nf0, se n não é divisı́vel por k,

• bolinhas sobre os pontos de abscissas nf0, se n é não nulo e
múltiplo de k.
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Figura 12: Gráfico das amplitudes com T = 4d

Em cada caso, a frequência fundamental f0 diminui à medida que o
respectivo perı́odo T aumenta. Como a a duração d do sinal está fi-
xada, com o aumento do valor de k, existirão mais barras verticais entre
dois múltiplos inteiros da frequência fundamental, em cada caso. Na
sequência, veremos uma tabela com os cálculos dos coeficientes para
os valores k = 1, 2, ..., 10

nf0\k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5f0 0,0 0,1 -0,1 0,0 0,0 0,0 0,0 0,1 0,1 0,1
4f0 0,0 0,0 -0,1 0,0 0,0 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
3f0 0,0 -0,1 0,0 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
2f0 0,0 0,0 0,1 0,2 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
1f0 0,0 0,3 0,3 0,2 0,2 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1
0 1,0 0,5 0,3 0,3 0,2 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1

−1f0 0,0 0,3 0,3 0,2 0,2 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1
−2f0 0,0 0,0 0,1 0,2 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
−3f0 0,0 -0,1 0,0 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
−4f0 0,0 0,0 -0,1 0,0 0,0 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
−5f0 0,0 0,1 -0,1 0,0 0,0 0,0 0,0 0,1 0,1 0,1

Figura 13: Coeficientes de Fourier com T = kd e a duração d fixada
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3 Conceitos importantes da Análise Matemática

3.1 Funções integráveis (segundo Riemann)

Uma função real f = f(x) é integrável (segundo Riemann) sobre R se∫ ∞

−∞
f(x) dx < ∞

isto é, se a integral de f = f(x) sobre R é finita.

3.2 Funções absolutamente integráveis

Uma função real f = f(x) é absolutamente integrável sobre R se∫ ∞

−∞
|f(x)| dx < ∞

isto é, se a integral do valor absoluto de f = f(x) sobre R é finita.

3.3 Exemplos de funções absolutamente integráveis

1. A função caracterı́stica do intervalo [a,b]

χ[a,b](x) =

{
1 se x ∈ [a, b]
0 se x /∈ [a, b]

Figura 14: Gráfico da função caracterı́stica de [a, b]

2. A função real racional f(x) =
1

1 + x2 . De fato, é finita a integral:∫ ∞

−∞
|f(x)|dx =

∫ ∞

−∞

1

1 + x2 dx = 2 lim
M→∞

∫ M

0

1

1 + x2 dx = π
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Figura 15: Gráfico da função f(x) =
1

1 + x2
que é integrável sobre R

3. A função real f(x) = e−x u(x) definida para x ∈ R, sendo que
u = u(x) é a função degrau unitário de Heaviside, definida por:

u(x) =

{
1 se x ≥ 0
0 se x < 0

A partir da função degrau unitário, é possı́vel definir:

u(−x) =

{
0 se x > 0
1 se x ≤ 0

4. A função real f(x) = ex u(−x) definida para x ∈ R.

5. As funções da classe C0(K), isto é, funções contı́nuas sobre um
intervalo fechado e limitado K da reta.

6. As funções da classe C1(K), isto é, funções continuamente dife-
renciáveis sobre um intervalo fechado e limitado K da reta.

7. As funções da classe C∞(K), isto é, funções continuamente infi-
nitamente diferenciáveis sobre um intervalo fechado e limitado K

da reta.

3.4 O espaço de Schwarz

O espaço de Schwarz, denotado por S(R), é o conjunto das funções
reais de classe C∞(R) (possuem derivadas contı́nuas de todas as or-
dens) tal que, tanto f como todas as suas derivadas se aproximam de 0
quando |x| → ∞.

3.5 Informações sobre o espaço de Schwarz

1. Gaussiana: Uma importantı́ssima função pertencente a este espaço
é g(x) = e−ax2

, onde a > 0.
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2. O produto de uma função polinomial p = p(x) pela função “gaus-
siana” do ı́tem (1) é uma função h(x) = p(x) e−ax2

que está no
espaço S(R).

3. Este conjunto S(R) é um espaço vetorial de funções.

4. Se uma função pertence a este espaço S(R), então a sua derivada
também pertence a este mesmo espaço S(R).

5. Propriedade antecipada de S(R): Se uma função f pertence a S(R),
então a Transformada de Fourier de f está em S(R). A transfor-
mada de Fourier de uma função será definida na sequência.

3.6 Alguns teoremas importantes da Análise

3.6.1 Integral por partes

Se f, g ∈ C1([a, b]) então∫ b

a

u(x) v′(x) dx =
[
u(x) v(x)

]b

a
−

∫ b

a

u′(x) v(x) dx

3.6.2 Integral por substituição

Se h = h(y) é uma função diferenciável que pode substituir a variável
x, isto é, x = h(y) na integral de tal modo que a = h(α) e b = h(β),
então ∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f [h(y)] h′(y) dy

3.6.3 Teorema do valor médio para integrais

Se f = f(x) é uma função contı́nua sobre um intervalo K = [a, b], então
existe um ponto c no intervalo aberto (a, b) tal que

f(c) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

3.6.4 Derivada sob o sinal de integral

Se f = f(x, t) é uma função contı́nua definida sobre W = K × [a, b]
então



Seção 4 Transformada de Fourier 21

1. Podemos afirmar que é contı́nua a função F = F (t) definida por

F (t) =

∫ b

a

f(x, t) dx

2. Podemos passar a derivada (parcial) para dentro da integral, isto
é:

∂

∂t

∫ b

a

f(x, t) dx =

∫ b

a

∂f(x, t)

∂t
dx

3.6.5 Regra de Leibniz

Se f = f(x, t) uma função continuamente diferenciável (de classe C1)
nas duas variáveis, então podemos passar a derivada (parcial) para
dentro da integral, mas muito maior cuidado deve ser observado aqui
pois os limites de integração, agora são funções:

d

dt

∫ β(t)

α(t)
f(ω, t)dω =

∫ β(t)

α(t)

∂f(ω, t)

∂t
dω + β′(t)f(β(t), t)− α′(t)f(α(t), t)

4 Transformada de Fourier

4.1 Transformada de Laplace

Há uma relação ı́ntima entre as Transformadas de Laplace e de Fourier.
A Transformada de Laplace de uma função h = h(t) absolutamente
integrável, denotada por L(s) = L(h(t)), é definida para s > 0, por:

L(s) =

∫ ∞

0
h(t) e−st dt (3)

Substituindo
s por iω

e integrando agora sobre o intervalo

(−∞,∞)

teremos a transformada de Fourier.
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4.2 Definição de Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier de uma função h = h(t) absolutamente
integrável, denotada por H(.), é definida para ω ∈ R, por:

H(ω) =

∫ ∞

−∞
h(t) e−iωt dt (4)

Às vezes substituı́mos o parâmetro ω por f ou pelo sı́mbolo ωx.

4.3 Transformada de Fourier e funções absolutamente integráveis

O fato de h = h(t) ser absolutamente integrável é suficiente mas não
é necessário para a obtenção da Transformada de Fourier, pois exis-
tem funções que não são absolutamente integráveis mas possuem as
suas Transformadas de Fourier, como é o caso da função sinc(.), agora
definida por:

sinc(t) =

{ sin t

t
se t 6= 0

1 se t = 0
(5)

Figura 16: Gráfico da função sinc(.)

Pode-se demonstrar com algum trabalho matemático que∫ ∞

−∞

sin(t)

t
dt = π

mas ∫ ∞

−∞
|sin(t)

t
|dt = +∞
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4.4 Transformada de Fourier em função de f0

Tomando ω = 2πfo na definição (4), obtemos a transformada de Fourier
de h = h(t) em função da frequência fundamental f0 do sinal. Desse
modo:

H(f0) =

∫ ∞

−∞
h(t) e−2πitf0 dt (6)

4.5 Transformada de Fourier em função de ωx

Se, ao invés de considerar a variável t, usarmos a variável x ∈ R, de-
veremos substituir h(t) por h(x) e substituir a frequência fundamental
f0 por ωx que é a frequência que depende de x. A transformada de
Fourier ficará na forma:

H(ωx) =

∫ ∞

−∞
h(x) e−2πixωx dx (7)

Esta última forma pode ser estendida ao caso bi-dimensional:

F (ωx, ωy) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y) e−2πi(x, y) · (ωx, ωy) dxdy (8)

onde · é o produto escalar de vetores no plano cartesiano.

4.6 Transformada de Fourier da função caracterı́stica

Obteremos agora a Transformada de Fourier da importante função ca-
racterı́stica h = h(t) definida sobre o intervalo(−T, T ), por:

h(t) =

{
1 se t ∈ (−T, T )
0 se t 6∈ (−T, T )

Pela definição (4), temos que:

H(ω) =

∫ ∞

−∞
h(t) e−iωt dt

logo

H(ω) =

∫ T

−T

e−iωtdt =

[
e−iωt

−iω

]T

−T

=
e−iωT − eiωT

−iω

Pela relação de Euler, podemos escrever:

H(ω) =
2

ω

(
eiωT − e−iωT

2i

)
=

2

ω
sin(ωT ) = 2T

sin(ωT )

ωT
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e poderemos usar a função sinc(.) na forma mais simples, para escre-
ver:

H(ω) = 2T sinc(ωT )

4.7 Exemplo com uma função exponencial decrescente

Seja h = h(t) a função definida por

h(t) = e−t u(t) =

{
e−t se t ≥ 0
0 se t < 0

(9)

onde u = u(t) é a função degrau unitário. Pela definição (4), temos

Figura 17: Gráfico de uma função exponencial decrescente

H(ω) =

∫ ∞

0
e−t e−iωtdt = lim

M→∞

∫ M

0
e−t(1+iω)dt

que pode ser calculado como

H(ω) = lim
M→∞

[
e−t(1+iω)

−(1 + iω)

]t=M

t=0
= lim

M→∞

1− e−M(1+iω)

1 + iω

assim
H(ω) =

1

1 + iω
=

1− iω

1 + ω2

Exercı́cio: Para A > 0 e α > 0, obter a transformada de Fourier de:

f(t) =

{
A e−αt se t ≥ 0
0 se t < 0

4.8 Exemplo com uma função exponencial crescente

Seja g = g(t) a função definida por

g(t) = et u(−t) =

{
et se t ≤ 0
0 se t > 0

(10)
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Figura 18: Gráfico de uma função exponencial crescente

onde u = u(t) é a função degrau unitário.

H(ω) =

∫ 0

−∞
et e−iωtdt =

∫ 0

−∞
et(1−iω)dt

= lim
M→−∞

∫ 0

M

et(1−iω)dt = lim
M→−∞

[
et(1−iω)

1− iω

]t=0

t=M

=
1

1− iω
=

1 + iω

1 + ω2

Exercı́cio: Se A > 0 e β > 0, obtenha a transformada de Fourier de:

g(t) =

{
A eβt se t ≤ 0
0 se t > 0

5 Espectros contı́nuos da Transformada de Fourier

5.1 Espectros, Amplitude e Fase

A transformada de Fourier de h = h(t) é uma função H = H(ω) cuja
imagem está no conjunto dos números complexos, logo ela pode de-
composta nas suas partes real e imaginária, mas também pode ser es-
crita em sua forma polar. Tomaremos Hr = Hr(ω) e Hi = Hi(ω), respec-
tivamente, como as partes real e imaginária de H = H(ω) e j =

√
−1

(para não confundir com o ı́ndice i). Escreveremos:

H = Hr + j Hi = |H| ej θ(h)

A amplitude da transformada de Fourier H = Hr + j Hi (ou espectro
de amplitude do sinal h = h(t)) é definida como

|H| =
√

Hr
2 + Hi

2
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O ângulo de fase da transformada de Fourier H = Hr + j Hi (ou espec-
tro de fase do sinal h = h(t)) é definido por

θ(h) = arctan

(
Hi

Hr

)
O espectro de potência do sinal h = h(t) é definido como

P (ω) = |H|2 = Hr
2 + Hi

2

Não é difı́cil construir os gráficos das funções acima definidas.

5.2 Exemplo

Consideremos a função do Exemplo 9, definida por h(t) = et u(−t)
para t ∈ R. Já mostramos que a sua Transformada de Fourier é dada
por:

H[ω] =
1 + jω

1 + ω2

Alguns elementos relacionados com a Transformada de Fourier deste
sinal h = h(t), aparecem na tabela:

Hr = Hr(ω) =
1

1 + ω2
Parte real

Hi = Hi(ω) =
ω

1 + ω2
Parte imaginária

θ = θ(h) = arctan(ω) Ângulo de fase

|H| = |H(ω)| =
1√

1 + ω2
Amplitude

P (ω) =
1

1 + ω2
Espectro de potência

Figura 19: Elementos relacionados com os espectros de Fourier

6 Propriedades da Transformada de Fourier

6.1 Translação no tempo

Se H(h) = H[h(t)] é a transformada de Fourier da função h = h(t) e a
função hc = hc(t) = h(t− c) representa a translação da função h = h(t)
de c unidades para a direita, então:

H(hc) = H[h(t− c)] = e−iωcH(h) (11)
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Demonstração:

H(hc) = H[h(t− c)] =

∫ ∞

−∞
h(t− c)e−iωtdt

Com a mudança de variável v = t− c, temos

H(hc) =

∫ ∞

−∞
h(v)e−iω(c+v)dv = e−iωc

∫ ∞

−∞
h(v)e−iωvdv = e−iωcH(h)

6.2 Translação na frequência

Se H(ω) = H[h(t)] é a transformada de Fourier de h = h(t) então:

H(eiω0t h(t)) = H(ω − ω0) (12)

Demonstração: Usando a definição (4), escreveremos

H(ω) = H[h(t)] =

∫ ∞

−∞
h(t) e−iωt dt

Assim

H(eiω0th(t)) =

∫ ∞

−∞
eiω0x h(t) e−iωtdt =

∫ ∞

−∞
e−i(ω−ω0)t h(t) dt

Tomando u = ω − ω0, poderemos escrever:

H(eiω0th(t)) =

∫ ∞

−∞
e−iut h(t) dt = H(u) = H(ω − ω0)

6.3 Homotetia (escala) na variável

Se H(ω) = H[h(t)] é a transformada de Fourier de h = h(t), então:

H[h(at)] =
1

|a|
H(

ω

a
) (13)
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Demonstração: Para esta demonstração, realizaremos a mudança de
variável u = at, considerando primeiramente a > 0.

H[h(at)] =
∫∞
−∞ h(at)e−iωtdt

=
1

a

∫∞
−∞ h(u)e

−iu
ω

a du

=
1

|a|
∫∞
−∞ h(u)e

−iu
ω

a du

=
1

|a|
H(

ω

a
)

Consideremos agora a mesma mudança de variável u = at com a < 0.

H[h(at)] =
∫∞
−∞ h(at)e−iωtdt

= −1

a

∫∞
−∞ h(u)e

−iu
ω

a du

=
1

|a|
∫∞
−∞ h(u)e

−iu
ω

a du

=
1

|a|
H(

ω

a
)

6.4 Exemplo

Seja h = χ[−1,1] a função caracterı́stica do intervalo simétrico [−1, 1] e a
sua Transformada de Fourier H(ω) = 2 sinc(ω). Usando a equação (13)
e tomando a = 2, poderemos escrever

H(h(2t)) =
1

2
H(

ω

2
)

e esta relação nos informa que a Transformada de Fourier do sinal com
o “dobro da velocidade” é igual à metade da Transformada de Fourier
com a “metade da velocidade do parâmetro”.
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Figura 20: Domı́nios normais, a função e a Transformada de Fourier

O desenho acima mostra tanto a função como a sua Transformada de
Fourier. O desenho abaixo mostra a “nova funçao” e “nova Transfor-
mada de Fourier”.

Figura 21: Domı́nios duplicados e Transformação com homotetia

Observamos que ao multiplicar o argumento da função por 2, a altura
desta função permaneceu a mesma mas o domı́nio ficou duplicado e o
mesmo ocorreu com a transformada de Fourier desta função.

7 Transformada Inversa de Fourier

A Transformada Inversa de Fourier de g = g(ω) é definida como:

H−1(g(ω)) =
1

2π

∫ ∞

−∞
g(ω) eiωt dω

Podemos obter a Transformada Inversa de Fourier da própria Trans-
formada de Fourier de h = h(t), denotada po H = H(ω), que depende
da frequência ω. Se tomarmos a mudança de variável ω = 2πf e subs-
tituirmos a diferencial dω = 2πdf , a função H agora ficará dependendo



Seção 8 Transformadas direta e inversa de Fourier 30

da variável f e será denotada por H = H(f). A definição ficará na
forma:

h(t) = H−1(H(ω)) =

∫ ∞

−∞
H(f) e2πitfdf

Isto garante a recuperação da própria função original através da aplicação
da Transformada Inversa aplicada à Transformada de Fourier, o que
significa que:

H−1 ◦H = Identidade

Substituindo a frequência ω por ωx, onde ωx é a frequência que depende
de x ∈ R na definição de Transformada Inversa de Fourier, poderemos
obter uma outra forma para a Transformada Inversa de Fourier de H =
H(ωx):

H−1(H(ωx)) =
1

2π

∫ ∞

−∞
H(ωx) e2πixωx dωx

Com esta forma, podemos estender a definição ao caso bi-dimensional
à função H = H(ωx, ωy):

H−1(H(ωx, ωy)) =

(
1

2π

)2 ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
H(ωx, ωy) e2πi(xωx+yωy) dωxdωy

8 Transformadas direta e inversa de Fourier

8.1 Pares de transformadas

As Transformadas de Fourier direta e inversa são realmente inversas
uma da outra, isto é:

H ◦H−1 = Id = H−1 ◦H

Na literatura encontramos notações com duas setas, uma em cada sen-
tido, para fazer referência ao par de funções (h,H):

h � H

Esta notação indica que H é a Transformada de Fourier de h e que h é
a Transformada inversa de Fourier de H .

8.2 Propriedades Lineares

Tanto a Transformada de Fourier como a Transformada Inversa de Fou-
rier, são transformações lineares:

H(a f + b g) = a H(f) + b H(g)
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H−1(aF1 + bF2) = a H−1(F1) + b H−1(F2)

quaisquer que sejam os escalares complexos a e b.

8.3 Exemplo

Seja h = h(t) a função definida por

h(t) =

{
2e−t se t ≥ 0
5et se t < 0

Como esta função h = h(t) é combinação linear das funções f e g dos
exemplos (9) e (10), isto é, h = 2f + 5g, temos pela linearidade que:

H(h) = H(2f + 5g) = H(2f) + H(5g) = 2H(f) + 5H(g)

ou seja

H(h) = 2
1− iω

1 + ω2 + 5
1 + iω

1 + ω2 =
7 + 3iω

1 + ω2

8.4 Exemplo complexo com um par de transformadas

8.4.1 Transformada direta

Calcularemos a Transformada de Fourier da função definida por:

h(t) =


1 se −T < t < T
1
2 se t = −T ou t = T
0 se t < −T ou t > T

(14)

Pela falta de dois pequenos detalhes, esta função quase representa a
função caracterı́stica do intervalo [−T, T ], que é um sinal simétrico em
relação ao eixo vertical, significando que h é uma função par. A Trans-
formada de Fourier desta função é obtida apenas pela integral no in-
tervalo [−T, T ] pois a função h é nula fora dele.

H(h(t)) =

∫ T

−T

e−iωt dt =

∫ T

−T

e−i2πft dt

seno ω = 2πf , f a frequência e não uma função! Assim, poderemos
escrever a transformação integral como H(f), em função da variável f ,
como:

H(f) = H(h(t)) =

∫ T

−T

[cos(2πft)− i sin(2πft)] dt
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ou seja

H(f) =

∫ T

−T

cos(2πft) dt− i

∫ T

−T

sin(2πft) dt

A segunda integral é nula pois o integrando desta é uma função ı́mpar
definida sobre um intervalo simétrico, logo restará

H(f) =

[
sin(2πft)

2πf

]T

−T

= 2T
sin(2πTf)

2πTf

que também pode ser escrito como

H(f) = 2T sinc(2πTf)

8.4.2 Transformada inversa

Calcularemos agora a transformada inversa de Fourier da função ob-
tida no cálculo anterior: H(f) = 2T sinc(2πTf). Tomaremos ω = 2πf

para escrever:

H−1(H(f)) =

∫ ∞

−∞
H(f) e2πift df

Substituindo a função H = H(f) na integral, teremos:

H−1(H(f)) =

∫ ∞

−∞
2T

sin(2πfT )

2πfT
e2πiftdf

e simplificando, obteremos

H−1(H(f)) =
1

π

∫ ∞

−∞

sin(2πfT )

f
e2πift df

Pela relação de Euler, podemos escrever

H−1(H(f)) =
1

π

∫ ∞

−∞

sin(2πfT )

f
cos(2πft) df

+ i
1

π

∫ ∞

−∞

sin(2πfT )

f
sin(2πft)] df

A segunda integral é nula pois o integrando é uma função ı́mpar na
variável f . Como sin(x) cos(y) = 1

2 [sin(x + y) + sin(x− y)], então

sin(2πfT ) cos(2πft) =
1

2
[sin(2πf(T + t)) + sin(2πf(T − t))]
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assim

H−1(H(f)) =
1

2π

∫ ∞

−∞

sin(2πf(T + t)) + sin(2πf(T − t))

f
df

=

∫ ∞

−∞

sin(2πf(T + t))

2πf
df +

∫ ∞

−∞

sin(2πf(T − t))

2πf
df

Multiplicando e dividindo a primeira integral por T + t, e repetindo
esta operação na segunda integral com T − t, virá:

H−1(H(f)) = (T + t)

∫ ∞

−∞

sin(2πf(T + t))

2πf(T + t)
df

= +(T − t)

∫ ∞

−∞

sin(2πf(T − t))

2πf(T − t)
df

Utilizando o fato (do Cálculo Integral) que para a 6= 0:∫ ∞

−∞

sin(2πax)

2πax
dx =

1

2|a|
obtemos:

H−1(H(f)) =
T + t

2|T + t|
+

T − t

2|T − t|
=

1

2
[ sinal(T + t) + sinal(T − t)]

Analisaremos os valores de t ∈ R no intervalo [−T, T ] e fora dele.

(a) Se t < −T , sinal(T + t) = −1 e sinal(T − t) = 1, então:

H−1(H(f)) =
1

2
[−1 + 1] = 0

(b) Se t > −T , sinal(T + t) = 1 e sinal(T − t) = −1, então:

H−1(H(f)) =
1

2
[1− 1] = 0

(c) Se −T < t < T , sinal(T + t) = 1 e sinal(T − t) = 1, então:

H−1(H(f)) =
1

2
[1 + 1] = 1

(d) Se t = T e t = −T um dos sinais é nulo e a função vale 1/2.

Desse modo

H−1(H(f)) =


1 se −T < t < T
1
2 se t = −T ou t = T

0 se t < −T ou t > T
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8.4.3 Conclusão

Todo este esforço matemático foi feito para recuperar a função original
que tı́nhamos. Temos então o par de transformadas:

H(f) = 2T sinc(2πfT ) � h(t) =


1 se −T < t < T
1
2 se t = −T ou t = T

0 se t < −T ou t > T

Exercı́cio: Construir o gráfico da função h=h(t) e também da transfor-
mada H=H(f) obtida em função da frequência f.

9 Convolução de Funções

9.1 Produto de transformadas e a convolução

O produto das transformadas de Fourier de duas funções não é igual à
transformada de Fourier do produto dessas funções, isto é:

H(f · g) 6= H(f) H(g)

mas a igualdade valerá após trocarmos o · pelo ∗, significando a convolução
das funções f e g, que será definida na sequência.

9.2 Definição de convolução

Consideremos as funções f e g cujo produto h(x) = f(x)g(x) é uma
função absolutamente integrável. A convolução entre f e g, denotada
por f ∗ g, é definida por qualquer uma das integrais:

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− ω)g(ω)dω =

∫ ∞

−∞
f(ω)g(x− ω)dω

Em alguns textos, o termo convoluç ão aparece como produto de convolução.

9.3 Propriedades da convolução

Embora algumas das propriedades abaixo não possam ser demonstra-
das fácilmente, quando tem sentido a convolução para certas funções,
tem-se:

(1) Comutatividade: f ∗ g = g ∗ f
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(2) Associatividade: f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h

(3) Distributividade: f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h

(4) Elemento nulo: f ∗ 0 = 0

(5) Elemento identidade: Existe um objeto matemático que recebe o
nome de distribuiç ão (não é uma função!) e que faz o papel
da identidade para este “produto” de convolução, isto é, δ ∗ f = f

9.4 Alguns exercı́cios importantes

1. Obter a convolução das funções definidas por:

f(x) =

{
1 x ∈ [−1, 1]
0 x /∈ [−1, 1]

e g(x) =

{
1 x ∈ [6, 8]
0 x /∈ [6, 8]

2. Mostrar que ∫ ∞

−∞
e−ω2

dω =
√

π

Sugestão: Usar integrais duplas impróprias e mudanças de variáveis
com coordenadas polares para o cálculo.

3. Usar a integral do item anterior, para mostrar que∫ ∞

−∞
(x− ω)e−ω2

dω = x
√

π

4. Mostre que a convolução entre funções f(x) = x e g(x) = e−x2

para x ∈ R é dada por:

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
(x− ω)e−ω2

dω = x
√

π

10 A distribuição delta de Dirac

10.1 Elementos gerais sobre δ

A distribuição delta de Dirac é um objeto matemático definido para
fazer o papel da identidade para a operação de convolução de funções.
A distribuição δ torna mais fácil a unificação do tratamento do estudo
de Séries de Fourier e Transformadas de Fourier. Fisicamente, ela pode
ser interpretada como um impulso de energia em um sistema, razão
pela qual recebe o nome de Função Impulso de Dirac.
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10.2 Função degrau unitário e função caracterı́stica

Já definimos a função degrau unitário de Heaviside, como

u(x) =

{
1 se x ≥ 0
0 se x < 0

A translação desta função de c unidades para a direita é definida por

uc(x) = u(x− c) =

{
1 se x ≥ c

0 se x < c

Definimos a função caracterı́stica de um conjunto real I como

χI(x) =

{
1 se x ∈ I

0 se x /∈ I

A função caracterı́stica de um intervalo real I = [a, b] pode ser escrita
em função de duas translações da função degrau unitário como:

χ[a,b](x) = u(x− a)− u(x− b)

10.3 A distribuição δ como limite de funções reais

Uma das formas usadas para construir a distribuição delta de Dirac
é tomar uma sequência de funções caracterı́sticas pares (núcleos de
Dirac) que dependem de um parâmetro r > 0, sendo que a área da
região localizada sob o gráfico de cada função caracterı́stica no semi-
plano superior deve ser sempre igual a 1, ou seja, tomar:

ϕr(x) =
1

2r
χ[−r,r](x) =

1

2r
[u(x + r)− u(x− r)]

e tomar o limite quando r → 0, isto é:

δ(x) = lim
r→0

ϕr(x)

Exercı́cio importante: Construir os gráficos de algumas dessas funções,
como por exemplo, ϕ1, ϕ1/2, ϕ1/4, ϕ1/8, . . ., para observar que, à medida
que os valores de r diminuem se aproximando de 0, as alturas das
funções ϕr aumentam tendendo a ∞.

A partir dos gráficos obtidos no exercı́cio, é possı́vel observar que a
distribuição δ = δ(x) pode ser pensada como uma “função” quase sem-
pre nula, com um impulso infinito na origem do sistema, isto é:

δ(x) =

{
∞ se x = 0
0 se x 6= 0
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A translação de c unidades para a direita da distribuição δ é definida
como

δc(x) = δ(x− c) =

{
∞ se x = c

0 se x 6= c

A distribuição delta de Dirac, denotada por δ = δ(x), é definida como
um objeto matemático, com as seguintes caracterı́sticas especiais:

1. δ(x) = 0 se x 6= 0

2. δ(x) = δ(−x) para todo x ∈ R

3. δ(0) = ∞

4.
∫∞
−∞ δ(x) dx = 1

10.4 Mais rigor matemático com a distribuição δ

Rigorosamente falando, δ não é uma função, pois assume o valor∞ no
ponto x = 0 e a integral (ı́tem 4) apresentada acima, deveria ser nula.
Quando utilizada em uma convolução, a distribuição δ se comporta
como uma função. Em geral, aparece definida em livros, através da
propriedade:

f(0) =

∫ ∞

−∞
f(x) δ(x) dx

mas esta integral também não faz sentido pois δ não é uma função. Na
verdade, devem ser usados os núcleos de Dirac para dar consistência a
esta definição e podermos escrever:

f(0) =

∫ ∞

−∞
f(x) δ(x) dx =

∫ ∞

−∞
f(x) lim

r→0
ϕr(x) dx

10.5 Propriedades da distribuição δ de Dirac

1. Se f = f(x) é uma função contı́nua, então

(f ∗ δ)(x) = f(x)

Demonstração: Seja f = f(x) uma função contı́nua. Pela definição
de convolução, temos que

(f ∗ δ)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− v)δ(v)dv
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Se a distribuição δ = δ(v) é definida por δ(v) = lim
r→0

ϕr(v), escreve-
remos

(f ∗ δ)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− v) lim

r→0
ϕr(v) dv

= lim
r→0

∫ ∞

−∞
f(x− v)ϕr(v) dv

= lim
r→0

∫ ∞

−∞
f(x− v)

1

2r
[u(x + r)− u(x− r)] dv

= lim
r→0

1

2r

∫ r

−r

f(x− v) dv

= lim
r→0

1

2r

∫ x+r

x−r

f(ω) dω

sendo que a última integral acima foi obtida através da mudança
de variável x−v = ω. Pelo teorema da média para integrais, existe
um ponto c ∈ (x− r, x + r) tal que

(f ∗ δ)(x) = lim
r→0

f(c) = f(x)

sendo que a última igualdade acima foi garantida pelo fato que
quando r → 0, o intervalo (x−r, x+r) se “comprime” no conjunto
unitário {x}.

2. Se f = f(x) é uma função contı́nua em x = 0, então∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx = f(0)

Demonstração: Pelo ı́tem anterior, garantimos que

f(x) = (f ∗ δ)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− v)δ(v)dv

assim, em particular, quando x = 0, temos

f(0) = (f ∗ δ)(0) =

∫ ∞

−∞
f(−v)δ(v)dv

Com a mudança de variáveis v = −x, podemos escrever

f(0) =

∫ ∞

−∞
f(x)δ(−x)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx

uma vez que δ(−x) = δ(x).
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3. Se f = f(x) é uma função contı́nua em x = c, então

(f ∗ δc)(x) = f(c)

Esta última propriedade tem uma importante consequência do ponto
de vista da Computação Gráfica.

10.6 Propriedade gráfica de δ com a convolução

Às vezes, a distribuição δ é denotada por δ0 para indicar que ela re-
presenta um “impulso” no ponto x = 0. Quando desejamos indicar
um “impulso” em um ponto genérico x = c, usamos a notação δc que
representa, por definição:

δc(x) = δ0(x− c) = δ(x− c)

A convolução de funções e a distribuição δc realizam um papel fun-
damental em Computação Gráfica. Se um objeto gráfico está definido
por um sinal f = f(x), podemos obter uma cópia de f = f(x) em
uma posição x = c realizando a convolução da distribuição δc com
f = f(x) para obter f(x−c), que é a imagem de f transladada de c uni-
dades para a direita. Existe um análogo no plano: Se um objeto gráfico
plano está definido por um sinal f = f(x, y), podemos obter uma
cópia de f = f(x, y) em uma posição (c, d) realizando a convolução
da distribuição δ(c,d) com f = f(x, y) para obter f(x − c, y − d), que é a
imagem de f transladada de (c, d) no plano cartesiano.

11 Transformada de Fourier da convolução

Se faz sentido obter a convolução das funções f e g, então:

H(f) ·H(g) = H(f ∗ g)

Aplicando a Transformada Inversa de Fourier a esta relação, obtemos:

H−1{H(f) ·H(g)} = H−1(H(f ∗ g)) = f ∗ g

11.1 Transformada de Fourier da distribuição δ

Como vimos, a última propriedade da distribuição δ nos mostra que
f ∗ δ = f para toda função f para a qual tem sentido a convolução,
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logo pelo Teorema da convolução:

H(f)H(δ) = H(f ∗ δ) = H(f)

e podemos escrever que
H(δ) = 1

Tem sentido então escrever o par de transformadas

δ � 1

12 Transformadas de Fourier de Derivadas

12.1 Transformadas de derivadas parciais

Para apresentar algumas propriedades das transformadas de Fourier
para algumas derivadas parciais, necessitaremos exigir algumas carac-
terı́sticas das funções u = u(x, t), como por exemplo:

lim
|x|→∞

u(x, t) = 0, lim
|x|→∞

∂u

∂t
(x, t) = 0

Estas exigências são análogas a exigirmos que a função u = u(x, t)
pertença ao espaço de Schwarz no plano cartesiano.
Se as derivadas são realizadas em relação à variável x, escreveremos

H

(
∂u

∂x

)
= H(ux) =

∫ ∞

−∞
ux(x, t)e−iωxdx = iωH(u)

Pela definição da Transformada de Fourier de ux, temos:

H(ux) =

∫ ∞

−∞
ux(x, t)e−iωxdx

Usando a integração por partes na integral imprópria∫ ∞

−∞
m(x) dn(x) = [m(x)n(x)]x=∞

x=−∞ −
∫ ∞

−∞
n(x) dm(x)

com m(x) = e−iωx, dm(x) = −iωe−iωxdx, n(x) = ux(x, t) e
dn(x) = u(x, t)dx, teremos:

H(ux) = lim
M→∞

u(M, t)e−iωM − 1√
2π

lim
N→−∞

u(N, t)e−iωN

− 1√
2π

∫∞
−∞(x, t)(−iω)e−iωxdx
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Assim
H(ux) = −

∫ ∞

−∞
u(x, t) (−iω) e−iωx dx

o que garante que
H(ux) = iω H(u)

Pela dupla aplicação do processo anterior temos:

H(uxx) = −ω2H(u)

Se as derivadas são realizadas em relação à variável t, podemos obter
as transformadas de Fourier de algumas derivadas de funções, como:

H(ut) =

∫ ∞

−∞
ut(x, t)e−iωxdx =

∂

∂t
H(u)

Realmente:

H(
∂u

∂t
) =

∫ ∞

−∞
ut(x, t)e−iωxdx =

∂

∂t

∫ ∞

−∞
u(x, t)e−iωxdx =

∂

∂t
H(u)

Analogamente, temos que:

H(
∂2u

∂t2
) =

∫ ∞

−∞
utt(x, t)e−iωxdx =

∂2

∂t2
H(u)

13 Solução da Equação do Calor

A Transformada de Fourier pode ser aplicada na obtenção da solução
de um Problema com Valores Iniciais (PVI) com uma Equação Diferen-
cial Parcial do Calor, como:

∂u

∂t
= K

∂2u

∂x2 (x ∈ R, t > 0)

u(x, 0) = f(x) (x ∈ R)

Tomemos as Transformadas de Fourier em relação à variável x em am-
bos os membros da Equação Diferencial Parcial e também na Condição
Inicial, para obter funções apenas da variável t. Assim teremos:

H(ut) = KH(uxx),
∂

∂t
H(u) = −Kω2H(u)

Para simplificar, tomaremos a Transformada de Fourier de u = u(x, t)
com a letra maiúscula U(t) = H(u) e U(0) = H(f). Como tomamos a
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função U = U(t) apenas, não há necessidade de usar a derivada parcial.
Assim, temos o PVI:

d

dt
U(t) = K − ω2U(t), U(0) = H(f)

Este é um PVI para uma Equação Diferencial Ordinária Linear e ho-
mogênea de 1a. ordem, cuja solução é dada por:

U(t) = U(0) e−a2ω2t

significando que:

H(u) = H(f) e−a2ω2t

Se conhecermos uma função g=g(x) cuja Transformada de Fourier seja
dada por H(g) = e−a2ω2t poderemos escrever

H(u) = H(f) ·H(g)

e usar a convolução para garantir que:

H(u) = H(f) ·H(g) = H(f ∗ g)

Aplicando a Transformada Inversa de Fourier, teremos:

u(x, t) = f ∗ g

onde u = u(x, t) será a solução do PVI dado, desde que tenhamos re-
solvido o problema de obter g = g(x, t), mas a propriedade desejada é
satisfeita pela função “gaussiana”:

g(x, t) =
1

a
√

2t
e
−

x2

4a2t

e o par de transformadas é dado por:

H[ω] = e−a2ω2t � g(x, t) =
1

a
√

2t
e
− x2

4a2t

É um fato notável que, tanto a função original como a sua Transfor-
mada de Fourier são funções “gaussianas” (da mesma forma), para
uma escolha apropriada de t.
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A solução do PVI é então dada pela convolução:

u(x, t) = (f ∗ g)(x) = (
1

a
√

2t
e
−

x2

4a2t ) ∗ f(x)

ou seja

u(x, t) = (g ∗ f)(x) =
1

2a
√

πt

∫ ∞

−∞
e
−(x− ω)2

4a2t f(ω) dω

13.1 Observação sobre este material

Este material não é simples para um aluno de nı́veis iniciais, mas é
básico para os interessados em estudar mais profundamente a Análise
de Fourier. Neste caso, você deverá estar preparado do ponto de vista
matemático pois os temas envolvidos com a Análise Harmônica são
aplicados em praticamente todos os campos cientı́ficos ligados a esta
área tecnológica como Processamento digital de sinais e especialmente
a Computação Gráfica.
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