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1. Trigonometria no triangulo
retangulo

Razoes trigonométricas no tridngulo retdngulo

Num triangulo retangulo, podemos estabelecer razoes entre as medidas dos seus
lados: catetos (que formam o angulo reto) e hipotenusa (que se opoe ao angulo reto).
Consideremos um trianguloABC retangulo em A e um angulo agudo B de medidac.

C

As medidas (na mesma unidade)a, b e ¢ sdo, respectivamente, da hipotenusa, do
cateto oposto a B e do cateto adjacente a B.

Razaol  Seno de um angulo agudo

Num triangulo retangulo, o seno de um angulo agudo
€ a razao entre as medidas do cateto oposto a esse angulo
e da hipotenusa.

Entio, sen B = PL onde sen B: 1é-se “seno de B”.

F 3 ]J F
Também escrevemos sen oL = o onde sen o lé-se:“seno de 0" e entende-se “seno

do angulo de medida ", ou seja: ’

medida do cateto oposto a O

seno de o =

medida da hipotenusa

Razao2  Cosseno de um angulo agudo

Num triangulo retangulo, o cosseno de um angulo
agudo € a razao entre as medidas do cateto adjacente a
esse angulo e da hipotenusa.
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Entao, cos B = = onde cos B; lé-se: “cosseno de B”.

C Ll
Também escrevemos cos O = = onde cos o lé-se:“cosseno de o” e entende-se

“cosseno do angulo de medida o”, ou seja:

medida do cateto adjacente a o

cosseno de o =

medida da hipotenusa

Razao3  Tangente de um angulo agudo

Num triangulo retangulo,a tangente de um angulo agudo é
a razao entre as medidas do cateto oposto e do cateto adjacente
a esse angulo.

A b A A
Entio, tg B = = onde tg B;lé-se: “tangente de B”.

b ;
Também escrevemos tg oL = — onde tg «; lé-se: “tangente de o e entende-se

“tangente do angulo de medida o, ou seja:

-

medida do cateto Oposto a o

tangente de 0. =

medida do cateto adjacente a o

Exemplos:
a) Consideremos o triangulo ABC, retangulo em A.

B

Entao
Ly 0,6 senf} = 16 = (0,8
sea s I 20 ’
16 12
cqsn:—ﬁ—ﬂ,ﬂ cnsﬁ—z—o 0,6
12 16 4
_— e—— = i —_—a —
tg 7 0,75 g 12" 3
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Teorema de Pildagoras

Em todo triangulo retingulo o quadrado da medida da hipotenusa € igual a soma
dos quadrados das medidas dos catetos.

Observe:
b
O
2
4 5 Temos: i 2’ = b? + ¢? I
0|
b
C c? C
5] _[&
C

Observe o cubo:

No cubo, como 4 € diagonal da face, temos:

i dz gl e xz
E d=x~2
E ainda podemos fazer:
X
D*=x*+d°

D? = x* + 2x°
D = x+/3, diagonal do cubo
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Resolvidos

1 Determinar o valor do seno, cosseno e tangente de o. e de B no triangulo PQR.
R

P s Q

Nesse caso, devemos calcular inicialmente a medida x da hipotenusa. Para isso, aplicaremos o

teorema de Pitagoras. R

Sen ¢ = sen ﬁ -

|r~f: Lu|"”

1
1
1

5
i —— ::n;'.:. — e
g o ¥z, tg 19

COS O = cos B =

Lad

2 Determinar x e y na figura representada abaixo:

Dado: sen 30° = %

30°

o 1 W _ _
sen 30 —-BzﬁQ—B::»Qx—-E:rx—-ci

Para o calculo de y, aplicaremos o teorema de Pitagoras:

B7=4+yV264=16+y'=248=y'=y = .48
y=4~f§

.-l-'q..
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Propostos a) sen 30° d) sen 60°
b) cos 30° e) cos 60°

462 Considere o tridngulo reténgulo represen- C) tg 30° f) tg 60°
tado abaixo e determine:

Dado o tridngulo retdngulo ABC, calcule:
:

6cm
(43
C - 8an A
o servc a) sen o ) cos o
D) cos a
) tsi:u Dado o tridngulo retdngulo MNT, calcule:
D cosa ) <os N

e) sen’ o + cos® & j) sen® B + cos?P

463 Considere o quadrado representado abai-
X0, cujo lado mede 2 cm e determine:

= _ O
M 10cm T
2cm a) sen B b) cos c) 3 o

: (Mack-SP) Na figura, o perimetro do trian-
2am gulo BCD é:

8) o valor de x (aplicando o teorema de

Pitdgoras)
b) sen 45°
C) cos 45°

d) tg 45°

464 Considere o tridngulo eqiilétero, cujo lado
mede 2 cm, e determine:

a) (V2 + 1) cm
o) 4(v2 + 1) cm
C)4cm

d) 2(V2 + 1) cm
e) 2v2 cm
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Angulos notdveis: 30°, 45° e 60°

Alguns angulos, devido ao seu constante uso, mere-
cem um estudo especial. E o caso daqueles que me-
dem 30° e 60°. Para tanto, vamos considerar que num
triangulo eqiiilatero a mediana,a altura e a bissetriz
relativas a um mesmo angulo interno coincidem.

Observe o triangulo equilatero ABC, cujos
lados medem £ e alturas medem b.

5
M

mlm‘

rale=

i

Calculo da altura b (aplicando o teorema de Pitagoras) no triangulo retanguloAMC:

A
EE
h2+[?J = {?
EE
2 _p2 _ Y
h*=¢ y
2
h"'=3% “
h
Y
2 o
M C

L
2

Cdlculo do seno, cosseno e tangente de 30° e 60°

g
sen 30° =%=% sen 60° =
¢ 3 /3
cos 30° = —E% = ?3 cos 60°
£ 3 /3 (]
2 143 3 2
0 — = __ — —_ — .6 0O — —
BN =g "B B3 B9 g~ =3 M z
i 2
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Outro angulo importante € o de 45°. Nesse caso,vamos considerar um triangulo
retingulo e isosceles ABC cujos catetos medem £ e a hipotenusa mede x. Observe-o.

Calculo da hipotenusa x aplicando o teorema de A
Pitagoras no triangulo ABC: |

=P +P3x*=20=2x =202 = x =12

Calculo do seno, cosseno € tangente 45°:

jgo =t oL 2 _42
senﬁ—Eﬁ—ﬁ @_2

PRSI (I
EUSﬁ—Eﬁ—Z

o L
tg 45 =E=1

Organizando os resultados, construimos a tabela:

30° 45° I 60°
seno LI V2 | 3
- 2z |2 |2
cosseno v3 v2 .
2 2 | 2 |
} tangente [ -‘E 1 J3
- S T

lL

Resolvidos

1 Num campeonato de asa-delta, um participante se encontra a uma altura de 160 m e vé o ponto
de chegada a um dngulo de 60°, conforme a figura. Calcular a componente horizontal x da distan-
cia aproximada em que ele esta des-
se ponto de chegada.

';':L :i
g 60° = 725 = V3 = 305

= x = 1603

como ¥v3 =1,7m, x =160 - 1,7
= ¥ =979 m
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2 Calcular a medida z na figura:

s
A
:-1 80cm .y ra r-:

No triangulo BCD:
o) énsuiiCDB mede 120° (pois 30° + 30° + x = 180°)
* 0 lado BD mede 80 cm (pois o tridngulo BCD ¢ isosceles)

No triangulo ABD:
¢ 0 dnqulo ADB mede 60° (pois y = 180° — 120°)
Calculo da medida z:

I -
cos 60 =30
-

2 80

9z =80
z=40cm

3 (Vunesp) Na figura, os pontos C, D e B sdo colineares e os tridangulos ABD e ABC sdo retdngu-

los em B.

Se a medida do angulo ADB € 60° e a medida do angulo ACB € 30°, demonstre que:
a) AD = DC b) CD = 2DB

a) AD = DC

Consideranao o teorema do angulo externo, vejamos:
m(CAD) + m(ACD) = m(ADB)

m(CAD) + 30° = 60° <
m(CAD) = 30°

Portanto, o tridangulo ADC € isésceles, com base AC,
ou seja, AD = DC.

b) CD = 2DB
Considerando o triangulo ADB:
DB A
AD = COs 60

DB

Se AD = (D, entdo: D

=—%~m{D= oDB
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Propostos

468 Uma escada faz um &ngulo de 30° com a

469

470

TRIGONOMETRIA

parede vertical de um prédio, ao tocar o
topo distante 6 m do solo. Determine o
comprimento da escada.

Uma pessoa de 1,64 m de altura observa o
topo de uma érvore sob um dngulo de 30°
com a horizontal. Conhecendo a distancia
de 6,0 m do observador até a arvore, calcu-
lar a altura da &rvore. Considere tg 30° = 0,58.

o
1,64m
! )
|* 6m ool -

Para forrar o chdo da garagem da casa de
dona Inés sdo assentadas 8 colunas com 28
fileiras de piso cerdmico retangular, do tipo
da figura 1, conforme a disposigdo da figu-
ra 2. Qual é a razdo entre as dreas da cor
predominante para aquela que menos
aparece?
Figura 1

.-

A figura abaixo mostra um painel solar de
3 m de largura equipado com um gjustador
hidrdulico. A medida que o Sol se eleva, 0
painel é ajustado automaticamente de
modo que os raios de Sol

%

incidam perpendicu- L
larmente nele. ol 2
5 8

ajustador
hidrdulico

Als X iC

Considere esse enunciado para as trés ques-
tSes seguintes:

471 (FAAP-SP) Determine o valor de y (em
metros) em fungdo de 6:
—8)y=3senb e
b)y=3sen0 + 3
c)y=3tg0 -
d)y=3cosb

e) impossivel de ser determinado

472 (FAAP-SP) Para 6 = 60‘7_’, o valor de y (em

metros) é:
5y 3Y3 d) 3
0
b) % e) impossivel de
ser determinado
o 32
Q

473 (FAAP-SP) Para B = 60°, o valor de x (em

metros) é:
a) 32 d) 3
Q
D) % e) impossivel de
3 ser determinado
C) *9-

(FAAP-SP) Num trabalho prético de toposra-
fia, um estudante de Engenharia Civil deve
determinar a altura de um préedio situado em
terreno plano. Instalado © aparelho adequa-
do num ponto do terreno, © topo do prédio

TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULD



¢ visto sob um dngulo de 60°. Afastando-se 0
aparelho mais 10 metros do edificio, seu topo
passa a ser visto sobb um angulo de 45°. Des-
prezando-se a altura do aparelho, a altura do
edificio (em metros) é:

a) 1043 + 1

b}-‘g’:-+10

F 3\ _10v3

Clv: =
3J3

D0+ 3

10 + V3
e) — 3

(Mack-SP) Na figura, determine o A
valor de AB. 7

(Mauéa-SP) Para obter a altura H de uma cha-
miné, um engenheiro, com um aparelho es-
pecial, estabeleceu a horizontal AB e me-
diu os 8ngulos a e B, tendo a sequir medi-
do BC = h. Determine a altura da chaminé.

2.'Trigonometria no circulo

Utilizando os conhecimentos de sen x,cos x e tg x, extraidos do triangulo retan-
gulo, vamos ampliar nosso estudo aplicando esses conceito em arcos.

Arco de circunferéncia € um segmento qualquer da circunfe-
réncia, limitado por dois de seus pontos distintos.

Os pontos A e B determinam dois arcos e sao Sendo A coincidente com B, temos dois arcos espe-
extremidades de ambos. ciais determinados: um nulo e outro de uma volta.

L™
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Medida de um arco

Consideremos um arco AB e um arco unitario # (nao-nulo e
de mesmo raio). Ao compararmos o arco AB com o arco «# (ao
determinarmos quantas vezes o arco # cabe no arco AB),
estamos medindo o comprimento do arco AB na unidade .

Na figura, # cabe seis vezes em AB.
Entao: med(AB) = 6u
Lemos: a medida do arco AB € igual a seis na unidade .

Unidades

Grau (°)
Dividimos a circunferéncia em 360 partes iguais e a cada arco unitario, que

corresponde a ;ﬁ da circunferéncia, chamamos de grau.

Entdo, a circunferéncia mede 360 graus, que indicamos por 360°.
Os submultiplos do grau sao o minuto (’) € o segundo ().

1 grau = 60 minutos 1° = 60’

1 minuto = 60 segundos 1’ = 60"

Grado (gr)

Dividimos a circunferéncia em 400 partes iguais € a cada arco unitario que

corresponde a -4-3—0- da circunferéncia chamamos de grado.

Entao, a circunferéncia mede 400 grados, que indicamos por 400 gr.

Radiano (rad)
Radiano € um arco unitario cujo comprimento € igual ao comprimento do raio
de circunferéncia no qual esta contido.

1 rad

Uma circunferéncia de raio r = 1 possui como medida 27 radianos (27 rad).
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Relacdo entre as unidades

Para fazer a conversao entre as unidades, podemos utilizar a relacao:

180° 7t rad

a) Para converter 120° em x radianos, montamos a regra de trés:

Exemplos:
180° Tt rad
120° X
5T
b) Para converter =
180° Tt rad
5Tt
X 4 rad
Propostos
477 Converter em radianos:
a) 45° d) 135°
b) 72° e) 240°
c) 36° f) 600°
TRIGONOMETRIA NO CIRCULO

onde x =

120" x ou seja, X =2—ﬂ rad
180°° ’ 3

rad em x graus, montamos a regra de trés:

? » 180
onde x = , ou seja, x = 225°

478 Converter em graus:
n on
a) 5 rad d) 7 rad

b) % rad e) 3rrad

T 12n
c) 0 rad f) Trad




Determine, em graus, © menor angulo for-
mado pelos ponteiros de um relégio, nos
seguintes €asos:

a) 2h 15min ¢) 1Th 30min

©) 9h 10min d) 3h 15min

Um atleta percorre -%- de uma pista circular,

correndo sobre a linha de uma circunferén-
cia. Determine a medida do arco percorri-
cdo em graus e em radianos.

Comprimento de arco

Considerando uma circunferéncia com centro O e raio medindo 7 um angulo
central AOB de medida vy, em radianos, e o correspondente arco AB contido nesse
angulo, podemos estabelecer a seguinte regra de trés:

1
A

"
med(ﬂ_ﬁ) E—

r 1

med(&) N Y

r*'}'=mtd(ﬁ)-l

A medida do angulo central AOB = Y,em radianos, € determinada pelo quociente
entre o comprimento do arco AB e a medida do raio da circunferéncia que o contém.

Exemplo: | .
Para determinar, em radianos, a medida do arco AB de comprimento 20 cm
contido numa circunferéncia de diametro 20 cm, fazemos:

_ didmetro _ 20 cm
2 2

Logo, a medida de v, em radianos, é obtida por:

r = 10 cm

meddB) _ _ 20cm
I v 10 cm

Y= 2rad

e =
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481 Determine, em radianos, a medida do arco

482 Determine, em centimetros, © comprimen-

483 Determine, em radianos, a medida de um

484 Qual a medida aproximada do raio de uma

Resolvido

Na figura abaixo, temos duas circunferéncias conceéntricas, cujos raios medem OB =xcm e
OD=20cm.

As medidas do comprimento dos arcos AB e CD sdo, repectivamente, 4 cm e 16 cm. Determinar
a medida OB do raio, sabendo que a medida do dngulo central AOB € y (em radianos).

Em ambas as circunferéncias temos mad(ﬁéﬁ) = ¥, entdo:

_ med(AB) _ 4
- OB X \

_ med(CD) el
~ OD 20

=—ﬁ = 1x=4-20 = x=5cm

o S
X 20

Propostos

Uma circunferéncia de raior, = 5 cm con-
tém um arco AB de 15 cm de comprimen-
to. Qutra circunferéncia, concéntrica & pri-
meira, tem raio r, = 10 cm e contém um
arco CD de comprimento x centimetro. De-
termine o valor de x sabendo-se que Y¢ a
medida, em radianos, do angulQ central,
que determina os dois arcos.

AB, de comprimento 10 cm, contido na cir-
cunferéncia de raio 5 cm.

to de um arco AB correspondente a um
angulo central AOB cuja medida ¢ 3 rad,

contido numa circunferéncia deraior = 6. Determine, na figura abaixo, o valor de 8 e

odel.

arco de circunferéncia cujo comprimento
mede 30 m e o diametro dessa circunfe-
réncia, 20 m.

circunferéncia cujo arco mede nrad e o seu
comprimento, 3,14 cm?




3. Funcoes trigonométricas

Ciclo trigonométrico

Chamamos de ciclo trigonométrico toda circunferéncia orientada, em que:
* 0 centro € a origem do plano cartesiano

* 0 raio (r) € unitario(r= 1) ¥ .
* 0 sentido positivo € o anti-horario 20 B 2 @ sentido positivo

(sentido contrario a0 do movimen-
to dos ponteiros de um relogio)

* o sentido negativo € o horario (sen-
tido do movimento dos ponteiros
de um relogio)

* 0 ponto A € a origem do ciclo
trigonométrico. A localizacao da
extremidade de um arco varia con- —_— CE 3n
forme o comprimento desse arco. .

180" C A 0° X
Oou T 360°

ou 27

I
sentido negativo

Localiza¢ao da extremidade de um arco no ciclo trigonométrico

Os eixos cartesianos dividem o ciclo trigonométrico em quatro arcos, cada qual
contido em um quadrante.

Um arco AP do ciclo trigonométrico, de medida x, com 0° = x < 360°
ou 0 rad = x < 27 rad, tem a extremidade P pertencente a um dos quadrantes con-
forme as desigualdades: i

QII
c [ 2" quadrante|1” quadrante | oo ., 0 rad

180° ou QIII QIV -
nrad \3” quadrante[4® quadrante

D | 270° ou -32E rad

T
P e QI SEEEUmEntESE,Oﬂ{X{90ﬂﬂu0{1{§

T
P € QII, se e somente se, 90° < x < 180° ou = <x<Tm
P € QIII, se e somente se, 180° < x < 270°oun < x < %

P € QIV, se e somente se, 270° < x < 360° ou 3—; <x<2m
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Resolvidos

1 Determinar 0 quadrante a que pertence a extremidade P:

a) do arco de 36° c) do arco de 220°
b) do arco de 135° d) do arco de 300°
a) A extremidade de P do arco de 36° c) A extremidade P do arco de 220° pertence
pertence ao 19 quadrante, pois a0 32 quadrante, pois 180° < 220° < 270°.
0° < 36° < 90°. "
l';‘ﬂ"'uu % 5 90° ou %

Pﬁ-ﬁ”
. 180° C A D
J‘A E_.— : D

D| 270° ou 3%

Q
b) A extremidade P do arco de 135° d) A extremidade P do arco de 300° pertence
pertence ao 2° quadrante, pois a0 42 quadrante, pois 270° < 300° < 360°.

90° < 135° < 180°.
:

pis
. 90" ou 5
135°
m
180°_C A0
oun @
2 Determinar o quadrante a que pertence a extremidade P. ;
a) do arco de 480° b) do arco de —110°

a) Um arco de 480° tem mais que uma volta, pois
480° > 360°. Vamos, entdo, calcular quantos graus ele
tem a mais que 360°:

480°
— 360° 180°_C
120°
90° < 120° < 180°

Assim, um arco de 480° tem a mesma extremidade P de
um arco de 120°, que pertence ao 22 quadrante.

TRIGONOMETRIA
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©) Um arco de — 110" esta na 1% volta negativa. Saindo de P i
€ andando uma volta no sentido anti-horario (+360°)

recaimos em P
1107 + 360° = 250° C e
180° < 250° < 270° L

Assim, um arco de —110° tem a mesma extremidade P
de um arco de 250°, que pertence ao 39 quadrante

Arcos congruos

Dois arcos sao congruentes, ou congruos,quando possuem a mesma extremidade.
Convém trabalharmos com arcos da 1? volta, do sentido positivo. Caso isso nio
ocorra,como por exemplo com 480°, determinamos o seu congruo da 1? volta positiva.
Uma forma mais simples de obtermos esse resultado € dividir 480° por 360° para
extrair o numero de voltas. O resto da divisao € a medida do arco de mesma extremidade:

480° ‘ 360°

120° 1 — nimero de voltas no sentido positivo

medida do arco de mesma extremidade

480° = 1 - 360° + 120°
Para medidas negativas, esse procedimento nos leva ao arco congruo da 12
“volta negativa”. Dai basta somarmos 360° para chegarmos a 1* “volta positiva”.

Exemplos:
a) —157°
—157° ja esta na 1?* volta negativa
Dai, —157° + 360° = 203° .
203° € a medida do arco da 1* volta com a mesma extremidade que —157°.
Veja:
—157° = 203° — 1 - 360°
b)—1 237°

1237 | 360°

157° 3 —— namero de voltas no sentido negativo

Dai, —157° + 360° = 203°
Veja: —1 237° = 203° — 3 - 360° — 360°
—1237° = 203° — 4 * 360°

TRIGONOMETRIA 2@ FUNCOES TRIGONOMETRICAS



» Considerando  a medida de um arco, a expressao geral das medidas dos arcos
congruos a ele € dada por:

o + K - 360° (em graus) ou o. + K * 21 (em radianos)

onde 0. é a medida do arco congruo da 1? volta positivae K € Z.
o. € chamada de 1* determinacgao positiva.

Resolvidos

1 Determinar em gqual quadrante situam-se as extremidades dos seguintes arcos:
3n

a) 72° c) —300° e) T rad
b) 1 980° d) —400° f) ”T" rad

Para isso obtemos a medida do arco congruo que esta na 1° volta positiva.
a) 7¢2° 3n

e) — rad
12 guadrante, pois 0° < 72° < 90° 4
Convertendo -?% rad em graus, temos
b) 19280°
3-180° "
1 280° ‘ 360° 2 = 135
200° 3 92 quadrante, pois 90° < 135° < 180°
32 quadrante, pois 180° < 200° < 270°
f) I 15
c) —300° 3
Como este arco estd na 1? volta negati- Convertendo 1—135 rad em graus, temos
va, basta fazer —300° + 360° = 60°.
12 quadrante, pois 0 < 60° < 90° 10— 6600
d) —400° Como o arco tem mais que uma volta,
) dividimos por 360° e consideramos ©
400° | 360° resto da divisao:
40° I.lﬁ numero de voltas no 660° l 360°
senticdo negativo

300° 1 '
42 quadrante, pois 270° < 300° < 360°

Dai, —40° + 360° = 320°.

320° estd no 4 quadrante, pois
970° < 320° < 360°

Entdo, —400° estd no 4% guadrante.

0% ou 360°

—40° ou
320F
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2 Nacircunferéncia trigonométrica sdo marcados quatro pontos, A, B, Ce D, formando um poligono
regular (veja figura). Escrever, em graus e radianos, as medidas B (da 12 volta negativa) dos arcos
determinados pelos vértices do quadrildtero.

4 pontos — 360°: 4 = 90% logo, para irmos de um veértice a ocutro consecutivo avancamos 90°
(no sentido positivo) ou recuamos 90° (no sentido negativo).

Vertice A: A (A) = 30° (dado) Vertice C: A(C) = A(B) + 90°
A =30°0u X A =010° ou =&
A 6 6
‘: - 11m e 8 u 5
= —330°ou 6 1[5 = —150%ou ===
Y )

Vértice B: L (B) = A (A) + 90° Vértice D: A (D) =
A = 120° ou %]1

B 4 D <
p= ~240°0u ~ -
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Propostos ) & rade 2% rad
487 Determine os quadrantes a que pertencem b) Eiaae = 13n
as extremidades dos seguintes arcos: 3 3
a) 18° d) 1998° Numa circunferéncia foram marcados seis
b) 141° e) I ad pontos, A, B, C, D, Ee E formando um
6 poligono regular. Determine, em graus e
) —100° 0 om rad radianos, as medidas dos arcos congruos
. 4 de extremidades nos vértices do poligono.
A
488 Determine os quadrantes a que pertencem C 8
as extremidades dos seguintes arcos:
n Tn
a) 3 rad C) 2 rad 5 %
n 190n O
o) 2 rad d) 2 rad
. Identifique em cada item se 0s arcos sao E F

cOngruos:

Funcdo seno

y=senx Considerando um arco AP, cuja medida € o numero real x, denomina-
mos seno do arco AP o valor da ordenada do ponto P.

No ciclo trigonometrico: Uma nova medida

Ja vimos que podemos associar a cada
ponto de um eixo um inico nimero real
e vice-versa. Considere dois pontos, R e
S, de um eixo e, associados aos niume-
ros r € s, respectivamente.

A eixo dos senos

R S
L g S ;
Chamamos de medida algébrica de um
- segmento RS, indicada por RS, o niime-
rodadoporRS=s—r
Exemplos:

AT BEIOITUCHITD: et
—_———
-6 —4 0 908

AB=(—49—(6)=2
BC=5—-(—49=9
CB=(—4)—-5=-9
OD=8—-0=8

[ ___] OA=—-6-0=—6
sen x = OM OC=5-0='5
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Exemplo:
Veja no ciclo trigonométrico:

51 1
O seno do arco de 30° € igual az. O seno do arco de 210° é igual a [——%)
4 eixo dos senos 4 eixo dos senos
A -
Sinais

Como os valores do seno sao marcados no eixo das ordenadas Oy,entao o seno
sera positivo no 12 e 22 quadrantes e negativo no 32 e 42 quadrantes:

4 eixo dos senos

Quadrantes

D

Para analisar a variacao da fun-
¢a0 y = sen X, construa o seu ciclo
trigonométrico:

a) Desenhe um circulo com

1 dm de raio em um papel
quadriculado, refor¢ando os
eixos AC e BD.

b) Cole-o em um papel cartdo ou

cartolina.

¢) Fixe no centro O do circulo,

com uma tachinha, um palito
(de sorvete,de churrasco etc.).
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d) Amarre na ponta P do palito
uma fita com um pequeno
peso na outra extremidade.
Cada lado da fita deve ter
uma cor (azul e amarela, por
exemplo).

¢) Fixe um arame em dois apoi-
os (madeira, isopor €tc.) por
sobre o eixo horizontal.

Pronto para a viagem de P na circunferéncia:a medida do arcoAP éx e sen x = PQ
(inicialmente visto pelo lado azul da fita,acima do eixoAC;depois visto pelo lado ama-

relo da fita, abaixo do eixo E}.

Posicionando P sobre A, gire lentamente o palito no sentido anti-horario.

Observe que enquanto P vai de A para B, x aumenta de 0°a 90° e PQ, isto €, sen
x,aumenta de 0 a 1 (aqui a funcao € crescente).

Depois que passa de B e caminha para C vemos que x vai de 90° a 180°, enquan-
to sen X diminui de 1 para 0 (aqui a funcao € decrescente).

Para as 3" e 4* etapas (de C até D e de D até A) devemos passar a ponta da fita
com 0 peso por sobre o arame e entao aparecera o seu outro lado (amarelo) cuja
parte da ponta do palito até o arame indicard PQ = sen x.

Quando P caminha de C até D, x aumenta de 180° a 270° e sen x diminui de O a
—1 (aqui a funcio ¢ decrescente).

Finalmente, quando P sai de D e chega a A, vemos x aumentar de 270° a 360°,
enquanto sen x cresce de —1 a 0 (funcdo crescente).

Seno dos arcos notdveis

Em cada figura, o seno do arco em destaque € a ordenada do ponto P.

A A
P|90°
+1
0° 180
{:}' ‘ﬂlEhP ) A - P O A g
D
sen0®° =0 sen 90° = +1 sen 180° = 0
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Grdfico da funcdo seno (y = sen x)

Para construir o grafico da funcao seno, vamos fazer uso da seguinte tabela:

. | }
T | = n | | 2 | 3m | S5n 7:1:
G i 4 | 3 ; 3 4 _6'_
I e
\ J" J‘ ‘
_Em:l |1 | p. I 2 I
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Conclusoes
* O dominio da fun¢io seno € o conjunto dos nimeros reais; portanto,a curva
continua a direita de 27w e a esquerda de 0:

D) =R

* O conjunto imagem da funcao € o intervalo [—1, 1]; portanto, a funcido seno
assume como valor minimo —1 e como valor maximo +1:

Im@) ={yeR|-1=sy=<1)

* O periodo da fungao seno € o namero 27, pois o valor de f(x) da funcio seno
se repete a cada intervalo de amplitude 2n para valores de x:

P=2nm
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Resolvidos

1 Quais valores k pode assumir para tornar possivel a igualdade sen x = 2k — 57

A fungdo seno assume os seguintes valores:

-] =senx =1

==K — D= 1

Essa desigualdade pode ser resolvida como um sistema de inequagoes:

(D) —
¥ i
[~1=%k~-5§ (D) %k < —4 {k;aﬂ- . |
ou ' ou | .
k-5=1 @  |xk=6 k<3 | :
@) k- . -
Identificando os valores k, temos: E |
V=lkeRI2=<k=3]. | :
On® - : -
@ Esbocar o gréfico das funcdes e identificar o conjunto imagem e o periodo: -~ ~ '~
a)y=2senx b)y=sen2x c)y=|senx|
a)y=2senx ¥
Construimos a tabela e transferimos os valores para s eixos:
X sen X y = 2senx
0 0 y=2-0=0
It
] 1 y=9-1=9
3n '
9 ] y=924(=1)=-2
on 0 y=92-0=0
y
4 : ;

Im = [—9, 2] e periodo 2n
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b) y = sen 2x

Nesse caso, usamos o seguinte artificio: [Qx =)
11; = sen |
Y

pwo| op=h | y=senp :

0 0 0

T [

2 ) “1

m |

T Q U E -rx
3n 3n = :
L 4 4
on T 0

! Im=[-1,1]ecpericdon

C)y= |senx|

Inicialmente construimos o grafico da funcao y = sen x fazendo, em seguida, o rebatimento
dos pontos situados abaixo do eixo do x, obtendoy = |senx|.

S
A

'}
X sen X
0 0
‘g‘ 1 [ SES e~
|3 0 1 _x
U ; n on
3 - % x‘\ %ﬂ .rf
Q _‘|-.'..,..-......__.._.._,.______}_:-._.....--*f
on 0
Im = [0, 1] e o periodo &
PrOpOStOS - 493 Construir o grafico das fungdes e identificar

O conjunto imagem e o periodo: *

491 Indique o valor de: a) = disenx b) y = sen %

a) sen %“ e) sen 0°

) senm ' f) sen1530° Para que valores de k temos:

— 12
l:) sen %_ E) sen (_goﬂ) senx=k"+k+ 17
d) sen %‘- h) sen 810° Esboce o gréfico, escreva o conjunto ima-
gem e determine o periodo das fungdes:

492 Quais valores k pode assumir para tornar a)y = ‘sen El

possivel a igualdade? 2

a)senx =k + 3 b) senx=2+ 9 b)y =2+ senx

FUNCOES TRIGONOMETRICAS : 6 TRIGONOMETRIA




Funcdo cosseno

y=cosx Considerando um arco AP, cuja medida é o niumero real x, denomina-
mos cosseno do arco AP o valor da abscissa do ponto P

cos X =0ON .. €ixo dos
®) COSSENOS
Exemplo:
Veja no ciclo trigonométrico:
A
P
o V3 1\ 30°
O cosseno do arco de 30° € iguala —— . 1 eixo dos
2 N COSSENOs
"
I'\
O cosseno do arco de 150° € igual a — —2—,-3- : |, eixo dos
A COS5€N05
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Sitnais
Como os valores do cosseno sao marcados no eixo das abscissas Ox, entio o
cosseno sera positivo no 12 e 42 quadrantes e negativo, no 22 e 3° quadrantes.

quadrante

.. €ixo dos
O COSSENOS

— 3
quadrante

Retome o ciclo trigonométrico (pag. 205).
Novamente faca P percorrer o ciclo de 4 até A no sentido anti-horario, mas agora
acompanhe a variacio de OQ.
* Quando P vai de A para B, x aumenta de 0° para 90° e o cos x = OQ diminui de
1 para 0 (no 1 quadrante a fun¢do y = cos x € decrescente).

* Quando P vai de B para C,x aumenta de 90° para 180° e o cos x = OQ diminui
de O para — 1. (Também no 22 quadrante a funcdao y = cos x é decrescente.)

* Quando P vai de C para D, x aumenta de 180° a 270°, enquanto cos x aumenta de
—1 para O (a funcao aqui € crescente).

* Quando P vai de D para A, x aumenta de 270° a 360°, enquanto cos x também
aumenta (aqui a funcao € crescente).

Cosseno dos arcos notdveis
Em cada figura, o cosseno do arco em destaque € a abscissa do ponto P.

A A A

P|90°

HE

cos 90° = cos 180° = —1

TRIGONOMETRIA
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A A
L nﬂ -
O A ()
P|270°
cos 270° =0 cos 360°

N°A=P
+1f 360°

Em resumo:

Grdfico da funcdo cosseno (y = cos x)
Para construir o grafico da funcao cosseno, vamos fazer uso da seguinte tabela:
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Conclusoes
* O dominio da funciao cosseno é o conjunto dos nimeros reais; portanto, a
curva continua a direita de 2% e a esquerda de 0:

D) =R

* O conjunto imagem da funcao € o intervalo [—1,1]; portanto,a func¢ao cosseno
assume como valor minimo —1 e como valor maximo, +1:

Im@) ={yER|-1<y=<1)

* O periodo da fungdao cosseno € o numero 27, pois o valor de f(x) da funcao
cosseno se repete a cada intervalo de amplitude 2r para valores de x:

P=2n
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Resolvidos

1 Quais valores k pode assumir para tornar possivel a igualdade cos x = 2k — 97

A fungao cosseno assume os seguintes valores:

-l =cosx=1

-1=%-9=1
Essa desiqualdade pode ser resolvida como um sistema

de inequacoes:

{—1:{‘21(—9 D . {—ka-:—e = {

%k —9=1

Identificando os valores de k, teremos:

0,

V={keR|4=k=5}L

®

% = 10

r
I
wn

v
1

== ==== (filff= === ===

-
=

©
7
}j

2 Esbogar o gréfico das fungdes e identificar o conjunto imagem e o periodo:

a)y=2cosx

a)y=2cosx

b) y = cos 2x C) Yy =|cos x|

Construimos a tabela e transferimos os valores para os eixos:

TRIGONOMETRIA

X COS X Yy =2cosx
0 1 y=92:-1=2
T
o 0 y=9-0=2
I =1 y=2+(=1) =-¢
2E 0 y=9-0=0
on T y=92:1=9
¥
A

—— H [ =

- A . A

Im = [2, —9] e periodo 2r
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b) y = cos 2x Ox
: et =il
Nesse caso, usamos o seguinte artificio: { y = COos |1
m i

M u: E Y = COS5 p-

0 0 1

T r

: : - -

n

T 0 =

3n 3n

2 4 :

on n 1

Im =[—1, 1] e 0 pericdo &t

c)y = |cosx]|

Inicialmente, construimos o gréfico da funcdo y = cos x, fazendo em seguida o rebatimento
dos pontos situados abaixo do eixo do x, obtendoy = |cos x| .

y

X €OoS X 2

0 0

1t

) 1

n -] !

3n

0 0

on 1

Im = [0, 1] e periodo &
sen %’E +9cosm | =
3 Simplificar a expressdo: y = s | ‘ |
3 - sen 9 _ . !

Sabendo que: senB—; =-—1cosmt=—1 es.en%= 1

Substituindo esses valores na expressao, fica:

1 +@ (=1
Y= ;(15 2 = y=-1
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Propostos
496 Indigue o valor de:
a) ccs% e) cos 630°
b) cos 2n f) cos 1 080°
c) cass—; g) cos (—180°)
d) cas:% h) cos 540°

497 Quals valores k pode assumir para tormar
possivel a iqualdade?

a) cosx=K+5
b) cosx =% + 7

498 Construa o gréfico das funcdes e identifi-
que a imagem e o periodo.

8)y=3Cosx
= X
D) y cnsg

499 Simplifique as seguintes expressoes:

a) v=353n-3§’3-+ Cos 2n
b)y = Qaenn-;!icnaﬁﬂ
4 cosm—3sen =
Qy= Z
Qcos0
Para que valores de k temos:

cosx =k + k—-1?

Esboce o gréfico, escreva o conjunto ima-
gem e determine o periodo das fungdes:

= X
a)y= Icosg‘
b)y =2+ cos x

Simplifique as seguintes expressoes:
a) Y = cos (—90°) + sen 450°
3n 3n

b) y=cus?+ cos(—m) + Ssen(—?)

Funcdo tangente

y=tgx Considerando um arco AP, cuja medida é o nimero real x, temos:

S€n X

tg x = , sendo cos x # 0.

COSs X

No ciclo trigonométrico:

eixo das
tangentes

O eixo das tangentes (¥) € orientado no mesmo sentido do eixo das ordenadas

Oy, tendo como origem o ponto A.

TRIGONOMETRIA
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A tangente de um arco AP € determinada pela reta auxiliar (tracejada), que
passa pelo centro O e pela extremidade do arco (ponto P), marcando o ponto 7, no

cixo das tangentes (7).
‘ tg X = AT I
Exemplo:

Para determinar as tangentes dos arcos de 45° e de 135° observe, em cada
figura,que o triangulo OAT € isésceles de base OT; logo, |AT | = |OA| = 1.

g 457 =1 tg 135° = —1

A tangente dos arcos com extremidade nos pontos M e N nio é definida

(nao existe), pois para esses arcos a reta auxiliar torna-se paralela ao eixo
das tangentes, nao havendo, assim, interseccio.

Valores notaveis

ig0=0 gn=20

A reta tracejada que liga o centro a extremidade do arco intercepta o eixo das
tangentes no zero.

T

INGOES TRIGONOMETRICAS

TRIGONOMETRIA




I
Bl

aralela ao eixo ¢,

cp

definidas e que a reta auxiliar é

EHS_E._ a
> gznansaﬂ

Observe que tg

Grdfico da funcdo (y = ig x)
Para construir o grafico da fun¢ao tangente, vamos fazer uso da seguinte tabela:

w- "
AETRICAS

e B0

o

O

.

@]

G

—

Pyl

Lid

Q

Lr

R~ 5
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII | .

S
——
—_—

0
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™

Conclusoes

» O dominio da funcio tangente € o conjunto das medidas dos arcos, cujas
extremidades nio coincidem nem com o ponto B nem com o ponto D do
ciclo trigono-métrico.

X
[ itg

D) = {xER|x¢§+kn,nndckEZ}

« O conjunto imagem da func¢io € o conjunto dos nUmMEros reais:

Im() =R

« O periodo da funcgao tangente € 0 numero 1t

P=n
Exemplo:
Para determinar tg 45°, tg 30° e tg 180°, fazemos:
V2
T LD x
Ly cos 45° V2 1
2
1
tgaou=scn30ﬂ=i-=—l-—=ltﬁ=£
cos30° 3 J3 J3 J3 3
2
o _ Sen 180° sl
tg 180 o5 180° =1 0



PI’OpOStDS Verifique se sdo verdadeiras ou falsas as

igualdades:
503 Dé o valor de: a) tg 60° = tg 210°
a) tg 0° C) 3 2n b) tg 45° = tg 270°
3n
304 Calcule a tangente dos arcos cujas medidas n_ . Jn
& d) tS 3 — tB 3
Sa0:
3n Sm 3r _ . 5n
)9 ey eI =1y
o) 7 o) & gk =tgX

Para as fun¢des seguintes, daremos um tratamento de relacao com seno e
COSSENO.

Funcgdo cotangente

y=cotgx Considerando um arco AP, cuja medida é o niimero real X, temos:

COs X
cotg x =
sen x

,sendosenx # 0,istoéx # k' n, comk € Z.

COs X 1 L h
sen x *LEMOS Cotg X = t—g?,nbscrvadas as condigoes de existéncia.

* Comocotgx=

Exemplo:
Para determinar cotg 180°, cotg 90° e cﬁtg -;E, fazemos:

cos 180° —1

Q= == e—
cotg 180 eano o Ddoé definida

0_cus?0°=9_=

cotg 90 sen 90° 1 0
V2
E CGSEE 32'

mtgzzsen5=_§?‘__=l
4 2
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PFOpOS’[OS 507 Escreva o valor de:

a) cotg 0° c) cotg 60°
b) cotg 30° d) CDtg-g b) cotg 2n d) cotg %

Funcdo secante

y = secx Dado um arco AP, cuja medida € o nimero real x,a secante € o inverso do
1
cos x’

) , 1"
scnducusxatﬂ,istue:x¢5+ k-m,comkelZ.

COSSENO: SeC X =
« De —1 =< cos x = 1 podemos considerar:
0 < cos x < 1 nos leva a concluir que sec x = 1 ou
—1 =< cos x < 0 nos leva a concluir que sec x < —1

Exemplo:

Para determinar sec 90° e sec 60°, fazemos:

1
sec 90° = — a funcio nio se define para x = 90° ou x = 270°
0

1 1
sec 60° = = —
cos 60° 1

2

= 2

Pro pOStOS "-‘-'_'"-'_":-"f.-: Obtenha o valor de:
. | a) sec 60° — sec 45° '

508 [:t:ngf a secante em ;id:z 2615;::!" 6) 3 sec 30° — /3 sec 45°

b) sec 30° e) sec 135° c) (sec 60°)° + 8(sec 180°)

c) sec 45° f) sec 150°
509 Determine quanto vale:

a) secm d) sec % .";":' 1 Obtenha o valor de:

b)sac% E)SEC-WTE a) 2secn — 3 sec 6m

C) sec 9 f) sec o o) 3 - sec 3n - sech

- 1+ 3
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Funcgdo cossecante

y = cossecX  Dado um arco AP, cuja medida é o numero real x, a cossecante é o
1

senx’

inverso do seno: cossec x = sendo sen x # 0, isto €:

x # kn,comk € Z.

> Assim, cOm a Sec X, temos que cossec X = 1 ou cossec x < —1.

Exemplo:
Para determinar cossec 180° e cossec 3?“, fazemos:
cossec 180° = :

sen 180°

Como sen 180° = 0, temos que cossec 180° = % :

Logo, a fun¢do nao se define para x = 180° ou x = Q°.

cossec 2?-:- = L = l = —1
4 senl v
2
PFO pOStOS Obtenha o valor de:
T
a —
512 Determine: NDESECJ‘ -

a) cossec 0° b) cossec %

b) cossec 30°
C) cossec 2n

C) cossec 60°
d) V9 - cossec % — cossec SF“

d) 3 cossec 60°— V3 - cn;sec 30° S I

—9 cossec 9 COssec 7

e)

e) CGSSE; 390° | cossec 3—; cossec %Tﬂ
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4. Relacoes trigonomeétricas

Relacoes trigonoméltricas fundameniais

1% ‘ sen’x + cos’x = 1 |

No ciclo trigonométrico:

1¥ eixo do seno

O arco AB possui como medi-
da o numero x;

* sen x = OB,

* COSX = tle*B2

* 0 raio € unitario (r = 1)

Representando no triangulo retangulo:

B
1 Pelo teorema de Pitagoras, vem:
sen xX
sen’x + cos’x = 1
[#]
O COs X BE

Outras relacoes fundamentais que ja conhecemos, respeitadas as condigoes de
existéncia.

sen x

2H | tgx = .
)| 8 COSs X
30) ; __ COsX g _ 1

cotgx=——— | ou | cotgx = v
43 -
) | seex= COS X
5% | cossecx= :
) X~ Senx
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Relacoes trigonométricas derivadas

Considerando a primeira relagio sen”® x + cos® x = 1 e dividindo os dois mem-
bros por cos” x, (cos” x # 0), temos:

sen® x i cos’x 1
cos’ X

cos’x cos’x

tg?x + 1 = sec’x ou ‘seczx=l+tgzx|

Para obtermos a segunda relagao derivada, dividimos ambos os membros da rela-
cdo sen’ x + cos’ x = 1 por sen’ x (sen® x # 0):

sen” x + cos’x 1
sen’x sen’x sen’x

1 + cotg® x = cossec’x ou ‘ cossec’x = 1 + cotg” x I

Resolvidos
1 Sabendo que sen x = % e X € 9% quadrante, calcular:
a) COoS X b) tg x C) sec X
a) Para o calculo do cos x, aplicamos a primeira relacdo fundamental:
sen° X + costx = 1 4 sen x
L%) + Ccos*x = 1

2 4 costx =1
A

i;r:
QUADRANTE

> Q
' s -I S
cos® x 5 &) ' )
16 O COS X
¥ X = —
CO ot ;
16
COS X = *. ==
25
Como o arco estd no 22 quadrante, o cosseno € negativo:
4
COSX = ——
5
3
o _senx ~ - &% . B
L)igx = QYx=—-"0 = tg:at:--—”i = tgx= -7
5
C)SeC X = secx= =3 s.te':':::-|:=L — secx=—£
= COS X 4 4
5
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tg x — cotg x

2 Simplifique a expressdo: y =

cossec®x
1 R 1 + cotg*® x
cotgx | o= cotg x 1 s
\ - — = : = =
/ I 4 colg”™ x Y 1+ cotg* x 4 COolLg X Y 3
Propostos 521 Sendo
sen X =2 —m e cos X =3 —m, de-
514 Sabendo que sen x = 3 e que x € 19 termine o valor de m. (Sugestdo: aplicar a
quadrante, calcule: 3 primeira relacdo: sen® x + cos®x = 1.)
a) cos X d) sec x
0) 13 X €) COssec X 592 Dados sen x = X1 ¢ cos =-1-, de-
C) cotg x k K
4 termine o valor de k.
515 Dadocosx = T ex € 42 quadrante, deter-
mine: 523 Simplifigue as seguintes expressées:
a) sen x d) sec x tg X - Cotg X
b) tg x e) Cossec X Y=~ cosx
C) Cotg X b) y = (sen x + cos x)2 — 2 sen x cos x
516 Calcule o valor de tg x e sec x, sendo Oy = tg X + cotg x
COssec X

sen X = —*-;- e X € 3% guadrante.
524 (Vassouras-RJ)Se0<x<9mne

517 Simplifique as expressdes: 2 sen x + cos x = 1, entdo tg x vale:

a)y =1gx - cotgx 4 3 4
b) y = sec x * cotg X a) -3 Sy e)3
C) y = cossec X - tg X o) _% ) 1
518 Sabendo que cos x = _J3 e x € 992 qua-
drante, calcule: 2 525 (Vassouras-RJ) A (cotg @ + tg 0)® é igual a:
a) sec x b) cotg x a) cossec® 0 - sec’ 0

b) cotg®® + tg% 6 — 2
c) sec?® — cossec? 0

520 Sabendo que cossec x = —2, calcule o d) cotg®0 — tg* 0 + 2
valor de sen x. e) cotg® e + tg? o

519 Dado sec x = 4, calcule o valor de cos x.

5. Reducao ao 1° quadrante

Miiltiplos de 30° 45° e 60°

Seno e cosseno dos arcos miiltiplos de 45°

Os arcos multiplos de 45° (mas nao de 90°) possuem o valor numérico do seno e
cosseno iguais ao seno e cosseno de 45° respectivamente, com o sinal correspon-

dente a cada quadrante.
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Dividindo o ciclo trigonométrico em oito “arcos iguais”, obtemos os valores:

G 360: 8 = 45°
f o 1 =0 T l:lr = 0 -.
x | 45 | 135" | __z.i_i] L_?' 8o
| i.
| 2| 2| 2|
180° 2 | 2 d2 2 _
|' o = 5
AR AN
225“ 2 ‘ '2 2 ‘ 2 |
| e, (W e
Resolvido
_ in 3n 5n
Calcular o valor da expressdo: y = sen & 3 cos 0 213 e
Sen E = sen 315° = - /9
4 Q
e |
COS “’_H = cos 135% = -";E
Sendo: - 4 5
o 5K _ ogreng SAEEY 8
= 4 5 cos 995° V2
Q
Substituindo os valores na expressao, temaos:
J9 J9 V2 32 - 9J2 =l 5
yESpEg gl iy s g il =i e Rl MR T
Propostos
526 Determine o valor das seguintes expressoes: .
= s = pas
a) y = Ccos 4 Q c054

b}y=§-tg?T"+cot3§4£

.o IR ®_f. ek
cy=25 cc:rs4+5en4 6 cc:-s4
Calcule o valor das expressoes:

3)y = 8 - cos 405° — 6 - sen 765° + cotg 2
b) y = cos (—45°) + sen (—135°) + sec (—295°) — cossec (—315°)

TRIGONOMETRIA ReDUCAO AO 15 QUADRANTE




Seno e cosseno dos arcos miiltiplos de 30° \

Obtemos os arcos multiplos de 30° e 60° dividindo a circunferéncia em 12 “ar- )
cos iguais” e, em seguida, encontramos 0 seno € cosseno desses arcos, dos quais l
destacamos aqueles que ndo tém extremidade em um dos eixos.

4 S€EN X l.

Jhﬂ-ﬂ-
i
1
'
1
B
:3

<

360°: 12 = 30°

o=
—_— = i = = = =

.
i
I
i
i
o
2

Resolvido
Calcular o valor da expressao: y = sen % - COS %ﬂ + tg ETE .
no gany |
sen gou sen 30 5
COS ), cos 300° = —
Sendo: < 3 2
| V3
on sen 120° )
tq ZL = tq 120° = =—2<_=_/3
g cos 120> =1
Q

1

Substituindo os valores na expressao, temos:

1 1
‘}’—-5"§—\!§:¢-Y—J§
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Determine o valor das seguintes expressées:

Propostos

. : _ Sm T
528 Determine o valor das seguintes expressoes: a)y = cotg 3=~ 3
41 S T
a) y=sen— + Cos —+ tg +
: @ ? b)y=2cnssec%"‘-—,,/§-secﬂﬁ
_ n on 4 6
b) Y = cos — + sen — 585 —=
? - # 4n Tn)*
11n 4T (tS 3 *cog 'ﬁ—)
C) y = cosseC —= +.sec =~ Ay = -

Reducdo ao 1° quadrante

Considerando um arco x (x nao pertencente ao 12 quadrante), reduzir esse arco

ao 1? quadrante € relacioni-lo com algum arco do 12 quadrante, através de uma for-

mula, com o objetivo de conhecer sen x, cos x e tg X.
Ao reduzir um arco do 22 3% ou 42 quadrantes para o 12 estamos simplificando o

estudo de Trigonometria, pois as funcoes trigonométricas terio o mesmo valor abso-

luto para esses arcos.

Arcos suplementares
Dois arcos sao suplementares quando a soma de suas medidas resulta 180°.

Exemplos:
a) 120° e 60° = 120° + 60° = 180°
b)xXeT—xXxX=>X+nT—X=n

Reducao do 2° para o 12 quadrante.
Sejam Os arcos:

x (do 1* quadrante)
(m — x) (do 2° quadrante)

Sendo os pontos B e C simétricos com
relacao ao eixo dos senos, eles tém ordena-
das iguais e abscissas opostas.

Conclusao a partir do ciclo trigonométrico:

o

sen(w — X) =senx
ou
sen (180° — x) = sen x

TRIGONOMETRIA

No ciclo trigonométrico:

A 5€Nn X

F

COSX(MT— X)= —COS X
ou
cos (180° — x) = —cos x

REDUCAO AO 1% QUADRANTE



[*%;:;_"#li i “-..'Jf'.!:_ )S

1 Reduzir do 22 para 0 12 quadrante (x € 12 quadrante):

a) tg (nr — x) b) cotg (r — x) c) sec (m — X) d) cossec (r — x)
i
« ta (180 y g X
T - Sern .
It tg x ou cotg (180 X) = —coltqg x
;- 1
Il .’T'.' g COS
T — X) sec X ou sec (180 — x) = —sec x
'; 1 |
K — en x ¢
It — X - 0554 : alf X) = COSseC X

2 Calcular o valor de cada expressado, reduzindo ao 1% quadrante:
a) sen 150° b) tg 120°

180 150~} sen 30

Propostos

Reduza ao 12 quadrante e simplifique o
maximo possivel, as seguintes expressoes:
a) cossec 120°

b) cotg 150°
c) sec 120°

530 Reduza ao 1° quadrante e simplifique o
maximo possivel as seguintes expressoes:

a) sen 120° d) tg 150°

b) cos 150° e) sec 135° d) cos 170°
c) sen 135° e) tg 160°
Arcos explementares
Dois arcos sao explementares quando suas medidas diferem de 180°.
Exemplos:
a) 225° € 45° = 225° — 45° = 180°
b)(T+X)exX =N +X—X=T
REDUCAO AO 19 QUADRANTE TRIGONOMETRIA




Reducdo do 3° para o 1° quadrante

Sejam 0s arcos: No ciclo trigonométrico:
4 S5€N X

x (do 1° quadrante)
(1t + x) (do 3° quadrante)

Sendo os pontos B e C simétricos em
relacao ao centro O da circunferéncia
(diametralmente opostos), eles tém orde-
nadas opostas e abscissas opostas.

Conclusao a partir do ciclo trigonométrico:

-

~

cos(m + X) = —cosXx
ou
cos (180° + x) = —cos x

sen (T + X) = —sen X
ou
sen (180° + x) = —sen x

Resolvidos

1 Reduzir do 3% para 0 12 quadrante (x € 12 quadrante):

a) tg (m + x) b) cotg (n + x) c) sec (m + x) d) cossec (T + x)
. SEN LI X) Sen X
COS (T + X) JS X
P B (7 3
SAds ~ COs(m + X COS X
> sen (m + X SEM » 3
gel otg (r + X) = colg X
-
1 1
- “8 : W, = _ - ':‘i.ﬁ
cos (m + X COS X
'''' 2 o It X ) X
— —_— -] — —————— I i
T sen(m + X -Sen x |
Portanto: sec (t + x) = —COssec X

2 Calcular o valor de cada expressdo, reduzindo ao 12 quadrante:

a) cos 240° b) cotg 295°
3) Cos 240 cos (180° + 60%) = —cos 60
0) cotg 225° = cotg (180" + 45%) = cotg 45

L
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Propostos

Simplifique a0 maximo as expressdes se-
quintes, reduzindo-as ao 12 quadrante:

532 Reduza ao 1° quadrante e calcule o valor a) cotg 210° + tg 940°

de:

b 200° +
a) sen 240° d) sec 240° o 900° = EEO o
b) cos 995° e) cossec 995° C) (cos 2207) + sen” 40
c) tg 210° d) cotg 215° — cotg 35°

Arcos replementares
Dois arcos sao replementares quando a soma da suas medidas resulta 360°.

Exemplos:
a) 300° e 60° = 300° + 60° = 360°
EZr—xX)ex = 2 —X+ x=2%

Reducdo do 4° para o 1° quadrante

Sejam 0S arcos: No ciclo trigonométrico:

A s5en X

x (do 1° quadrante)
(21 — x) (do 3® quadrante)

Sendo os pontos B e C simétricos com
relacao ao eixo dos cossenos, eles tém or-

cos X
denadas opostas e abscissas iguais.
Conclusao a partir do ciclo trigonométrico:
sen (2w — X)) = —sen x cos (2T — X) = CcoS X
ou ou
sen (360° — xX) = —sen X cos (360° — xX) = cos X '
Resolvido
Reduzir do 4* para o 1% quadrante (x € 12 quadrante):
a) tg (2r — x) b) cotg (n — x) c) sec (2n — x) d) cossec (2n — Xx)
N e i SETPE ) . SRR .
B giEn=x= cos (@ —x) = COsX b

Portanto: tg (2m — x) = —tg x

T

REDUCAO AO 12 QUADRANTE @ TRIGONOMETRIA
4



Cos (¥ — X)

Y cota | — — = —
D) cotg (Y1 — X) sen (On — X) cotg x
Portanto: cotg (2n — x) = —cotg x
. , 1 1
C) sec (9 — x) = = = S@C X

cos (2 — x) COS X
Portanto: sec (9w — X) = sec x
1 1

sen (9w — x)  senx

= —LOS8EC X

d) cossec (n — x) =

Portanto: cossec (2n — x) = —Cossec X

Arcos complementares

Dois arcos sao complementares quando a soma de suas medidas for igual a 90°.

A
cos (E - ] bissetriz do 1"e 3"
: , quadrantes

F

D g I’f

® n Ll - i . -~ g ] -
» As extremidades dos arcos x e (— = x) sao0 simétricas em relagao a bissetriz do

2
12 e 3% quadrantes e os triangulos OAB e OCD sdo congruentes: assim, conclui-
mos que:
T T
sen (,.é._. ) =cosx | e | cos (E_ ) = sen X

(TC 3
comotg [= — x| = T Z =
OB g — X Z R
cos | — —

\2 J
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Resolvidos

1 Desenvolver sen [%ﬂ - x).

4 \

|

1 T— e |
{2 P = e [ 3 Eﬁ s I—[- —_— ' 'TE
1eranco Que '_2 -- Er_‘..' Q — Tt 9
3Z2MC t'?'nrﬂ—~x‘ser|ﬂ*——}-;]
LY. ot e | o8 L Q 9
a
: (T (3 "' Ty
Chamando { L a] le a, teremos sen t? —X] = sen(m + a) = —sen a (explementares)
Retomando o valor de a, temos:
/ b
. o e esmE
Se€n a =1 I. E? h - OS5 X
: [ 3T \
Conciuinco:sen| — — ¥ = —cos X
\ 2 )

2 Reduzir ao 12 quadrante e calcular o valor de:

a) sen 315° b) tg 330°
a) sen 315% = sen (360° — 45°) = —sen 45° = —"’QE
b) tg 330° = tg (360° — 30°) = —tg 30° = —/3
Propostos Reduza ao 12 quadrante e simplifique, se
possivel, as seguintes expressoes:
534 Desenvolva: a) cos 330°
b) cotg 315°
a) 2 sen (% - ) C) cossec (% - x) c) sen 300°
d) sec 330°
315° .
b) sec (E _ ) d) co (E _ x) e) cossec
: S {2 f) sen 330°
g) tg 300° — tg 60°
h) sec 315° — 2 sec 45°
535 Simplifique: i) cossec 320° + cossec 40°
(1; ) ( ) j) cos 340° — cos 20°
a) y = cos 5 X cog = —
Simplifique:
. R _ gl
b)y—sm(E x) tﬁ(ﬁ J cos%—x)-cos(%—t-— )
\
3

V== 7 )
3n b8
mngﬁ ) sen(53 )
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