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1. Estudo dos determinantes

Determinante de uma matriz quadrada € um nimero real que associamos a essa
matriz segundo algumas regras.

1. 3
Notacao: sendo a matriz A = [ . :l,ﬂ seu determinante € indicado como
1 3

8

det A =

Determinante de uma matriz quadrada de 1* ordem.
O determinante da matrizA = [a,,], , , € igual 20 numero que a constitui:

‘ det A = Ris |

Observe que o determinante de uma matriz quadrada de 1* ordem € o namero
real de igual valor ao do elemento a, ,.

Exemplo:
O determinante da matrizA = [3], , , € detA = 3.

Determinante de uma matriz quadrada de 2* ordem.

. ; dy; 4y . 2 ;
O determinante da matriz A = |: , € 0 numero real obtido atra-
421 422 lhx2

vés do produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elemen-

tos da diagonal secundaria:

o~

4, 4y

det A =

= Ay " Ay T dyy " Ay

Exemplo:

12
Determinante da matriz B = |: Ao ]é:

detB=9:'1—2:'4 = detB=9—8 = detB=1
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Resolvido

Calcular o determinante da matriz M = V2 +1 V3
3 -1

etM=(V2 + 1) (V2 1) - V3 -¥3=(2-1)~3,logo, detM = -2

Proposto
845 Calcule o determinante das seguintes matrizes:

|5 VB

a) A =[5] dD=| ¢

0) B = [n} 12

(9 4 cos X sen 2x
= E=
S D ?] ® [ 1 ESEHK]

2. Cofator de um elemento a,

Cofator de um elemento a, de uma matriz quadrada € o resultado do produto
de (—1)' " pelo determinante Dii’ obtido pela eliminacio da linha e da coluna do

elemento a,:

cof (a)) = - D,

Exemplo: k 3
1 23
DadaamatrizA =| —1 3 -1 |[,vamos calcular:
B 1 5 :

a) cofator do elemento a, ;:

E '~ -3

-1 5 1,

B4 5 l

| ‘ }
cof (a;;) = D' *! .

| }

- Nl =ET = -
COFATOR DE UM ELEMENTO A

3—1
- —1-A5+4 =1
! 5| 15 + 4) = 19

DETERMINANTES




b) cofator do elemento a,

Y

| '

3
cof (a,,) = (1>} | 4 |=—1-(10—12)=2
| !
¢) cofator do elemento a,:
‘ 38 :
cof (az;,) = (1) . = =ls@—1 4 3)= —2
| fsles =
Proposto
=2 31
846 DadaamatizA=| =1 0 4 |, determine:
M -
a) cof (a,,) C) cof (ag) e) cof (a,,)
b) cof (a,,) d) cof(a,;) f) cof (as,)

3. Teorema de Laplace

O determinante de uma matriz quadrada de ordem n (n = 2) € obtido pela soma
dos produtos dos elementos de qualquer linha ou coluna pelos respectivos cofatores.

Exemplo:
1237

Para calcular o determinante da matrizA = | |0, 4 2 |,vamos conside-
et e

rar a 1* coluna, pois a presenca do elemento zero facilita os calculos:
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=2 3

4 2
dEtA=1'(_1)l+l'| |+0.(_1)2+1.| 3 7

\ +
5

=253
+4-C1>F1
i LR
detA=1:1:22+0+4:1":(—16)
detA = 22 — 64
detA = —42

Vamos desenvolver o cilculo do mesmo determinante, utilizando agora a 3?
coluna:

[ 1=
A=| 0 4 2
B e
detA =3 - (D'*3- 4|+2-(—1)”5'*- 1_2|+
4 3 4 3
i 1 -2
+ 7« (-1 3-|0 4|

detA=3:-1'(—-16)+2'(-D°11+7°:1-4
detA = —42

Em geral, o determinante de uma matriz quadrada de 3* ordem
d1p A Ay

d; a, 4,3 | é obtido pela aplicagao do teorema de Laplace.

d3; d3; djz3

Podemos escolher os elementos da 1* linha, por exemplo, € teremos:

det A=a,, (2, 2, =2y 2y) =2, (@ "3 =2, " 8,)) 73,3 @, "2, — 2" 4y))

Logo, o determinante da matriz A € o numero real:

det A =2, 2y "a, — 2, "2y, "d; — 2, 8, "2, T2, 3, "2, T3, 2, "

"dy, T 4,37 3y, " 4,

detA=a; "2, a;, +2a,°2,,"3,, +2,,"3,, "3, —23,;"3y," 2, —2,  "a,"

T3 A3, " Ay " Ay,




Proposto

847 Calcule o determinante das seguintes matrizes:

a) A=

192 0] "1 3 9] 4 3 1
3 4 9 ) B=|5 2 3 )C=[2 15
16 3| 40 1 16 2

4. Regra de Sarrus

O determinante de uma matriz quadrada de 3* ordem pode também ser obtido
através de uma regra pratica denominada regra de Sarrus.
Consideremos a matriz:

A=| 433 ap ap
@53 Aass 4
L 231 432 433 |5,
12 passo Escrevemos a matriz e repetimos a 1* e a 2? colunas a direita da 3*
ad;; a5 23 3, 3y
dy; Ay dp3 Ay Ay
431 43 a3 a3 A3
22 passo Efetuamos a adicdo algébrica dos produtos dos elementos indicados
pelas setas conforme o esquema:
a5 213 -453 .-y A :
421 .3 .8 .83 4
a3; A3 A33 a3 2
F e & B, LY i,
trocar 0s Sinais conservar os sinais
dos produtos dos produtos
detA =a;, "2y, "2, +2)," 2" 25, 723,72, "2 7 23)3°3,," 2, 7 ), "7,

DETERMINANTES
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12 Ay " Ay
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Exemplo:

Iy =3
Vamos calcular o seguinte determinante: | 4 5 2
15054
Aplicando a regra de Sarrus, temos:
12553 1 2
SR T T .
I’_,O ; 4 1 0
) L!;a;::lr .L‘lil['l!:.il.'.'."l’;l;_t.'“.
Logo 08 Sinais 0§ sinais
152 7=5
45 2|(=0:5D+@:2:D+(-34:0—(-3-5'D~—
L Y - 1:2:0—-Q2:4-49=7
Vejamos a seguir outra versao da regra de Sarrus:
1* etapa 2% etapa
Conservar os sinais dos produtos. Trocar os sinais dos produtos.
H.il 0 3,12 aIﬁ
dy) B ay B PP
@ % A 3,02,,08, A 3 .
% s o TR j_ |
* By i By gy Ay ¢
Exemplo: R
Vamos calcular a determinante | 4 5 2 |usando essa versio da regra de
Sarrus. 1 0 4
. 2 .
S S
—(4-2- 4)"‘.0 .-.+(1 2:2)
S (b i 5 Sl (1e15 4 4)
A2 O) (37040 0)
ReG > 0 DETERMINANTES




Ie2=i=3
4§ 5 2(=0:2:D+A*5 D+ (340424 —
10 4| —(3'5-D-1-2:00=4+20+0—-32+15+0=7
Resolvidos
1 Calcular os determinantes:
9 -3 4
a)| 8| b)li_;\ o5 6 8
1T 3 7
a)|8|=8
0| > _4|=Q-3—1-(—4}=6+4=‘[0
1 2
9 -3 4
c)lS 0
1 3
Aplicando a regra de Sarrus, temos:
'? - :’-. .y Q -3 4
& AR Ty 5 6 8|=1:(-3)"8+2-6-7+
~.73 4 j:" ..-"t 1 3 7 +'¢*5'3_?'(_3)'5_
N g P st b — 4 6i-1 =9 §3=

" F oo s
5_ .0 .8
L
# w #

Ifq > S .'1"'{; - .
—[7 - (=3)+ 5] __,1:,3%.1‘ 1:(-3)-8 — —04 + 84 + 60 + 105 —
—(4:6-1) * .~ % ¥ @E6 5T — 94 — 48 =
-(2-8-3) * . (4:5-3) =153

2 Determinar o conjunto verdade da equagéo:

-1 3 1
-2 x+4 x|=0 :
1 0 %
3 —Xxx+4)+3x+6x—(x+4)=0
f.’ .,fn - 4x+3x+Ox—%Xx—4=0
f: (1) =X +4x—4=0
. 3-"1 2 — 4%+ 4 =0
~Q x+4r>=: X =9
ox # ‘0 . 3 £0 -
~(x+4) * & —x{x+4) \x"=
DETERMINANTES REGRA DE SARRUS




Propostos

848 C(alcule os determinantes:

4 -3
a)| 2 e)
12 1 4
2 =3
il =2 | Dy s
b
1 2 =
c) | 8)| 3
4 3 0 3
1 logg sen X —Cos X
) I D
log; 1 COs X  sen X

849 Calcule os determinantes, aplicando a re-

gra de Sarrus:
" S W 5 0 -1
a)yl 4 —2 1 dl2 3 4
2 1 1 T2 3
T =2 3 1T 2 0
B) 32 1 e)| 2 4 1
0 4 3 -3 -6 0
=2 7 3
c)| 4 -3 1
2 4 1

850 Determine o conjunto solugdo das seguin-

tes equacdes:
7, T Ox —4
= = 38
Vg 479 9 g 3 ‘
-1 3 x+1 3
9} X 9 ‘ =0 @ 1 9 | a

851 Determine o conjunto solugdo das equa-
¢oes, aplicando a regra de Sarrus:

1 % A
a)| -2 -4 2|=0
4 8 3
-3 4 X
b)l] 5 0 0]=0
2 1 2

ReGRA DE SARRUS

=2 X

c) 1T 2 4 |=-7
3 -1 -2
o2« =3 0

d| 0 1 -2|=%2
3 =1 4

(FAAP-SP) Calcule o determinante da ma-
triz 2 X 2, cujos elementos sao:

[aﬁ=i+2j,se:i_==j

g =1 —jsei<]
- 9
(UFPR) Dadas as matrizes A =| -2 2
- O 1_|
-1 2 3
B = = 50 +
e [E 1 1]esendﬂN 50

+ det (A - B), encontre o valor de N.

854 (UFCE) Calcule o determinante da matriz P?,

sendo Pa matriz:

(V2 -1 1]
o 1 -1
0 V2 V2
855 Resolva a equacdo:
1—x 1 1
T =K 1 =0
1 1 1—X

856 (UFCE) Se o determinante da matriz

1 1 3 |
3k 1 1 |éigual a 280, determine

ok 3k 1

. ovalor de 3k? — 9k.

857 (FGV-SP) A solucdo da equagdo

x 0 1
1 x 0 [=0(xreal)é:
0 1 %

| a)ndotemsolugioreal  d) x =1

l 0)x=%3 e)x=—1
l ¢) x==+1

DETERMINANTES



5. Determinante de uma matriz
quadrada de ordem » maior que 3

Para calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem n > 3, aplicare-
mos também o teorema de Laplace.

Exemplo: IR T Rt
y o Ja S )
No cilculo do determinante da matriz A = TN A T ,vamos
O =S =4 TR
escolher a coluna ou linha com maior numero de zeros.
T 3 s2 1]
g 4 0 -3
=) e RS f |
L RAR 5. 4002

T

Escolhendo a 1* coluna, temos:

4-:0::3
cof @) =D 1 3 -1|=-25
M S
g 2.0 1
cof (a,)) ='CDF T 2e| =1 3 =11 =11
i T2
3. 2.1
cof(a;,) =>4 0 3|=34
5 =4 2 r
Be2 =
cof(ag)=CD**'-| 4 0 3[=13
il sk

Fazendo a soma dos produtos dos elementos da 1* coluna pelos respectivos
cofatores, obtemos o determinante da matriz A:

detA = 1 - cof (a,,) + 0 - cof (a,) + (—2) * cof (a,) + 0 - cof (a))
detA=1-(=25)+0-11+(-2)-34+0-(13) = —93
detA = —93

DETERVINANTE DE LIMA, MATRIZ

i B S e UL e i
CLUADRADA DE ORDEM NMAK K CALE O
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Resolvido

1 x =2
: : 0 1 4 2
Determine o conjunto solugdo da equagao: = (.
0 0 x 0
g 3 &9 -
Vamos escolher a coluna ou linha com maior numero de zeros.
1 x =8
T & %
0 =B
IR 0 S S
-2 3 5 -1

A terceira linha possui maior nimero de zeros, entao:
T x 1
cof (@) =(=DP*3 | 0 1 2|=-T-—-4x+2

-9 3 -1
Logo:
X(—4x — 5)=10
I
¥ IU’ 4]
PFOPOStOS 859 Determine o conjunto solugdo das equagdes:
858 Calcule os seguintes determinantes, aplican- 2 00 O
do o teorema de Laplace: 2) T x x -1 — 6
9 3 =] =2 x 1 92 —4
0 4 -3 5 2 4 6 2
a)
1 2 1 3 1 5 @
04 10 . g X
—A
= = -39
-1 3 -1 4 b) 2 1 x D
1 0 @2
b 4 0 1 x
‘ o -1 ¢ 3 g
0O 4 1 -2
1T 15 1
9 1 5 4 860 (FEI-SP)Se | . — 0, entéo
C) - 1 2 0 1
3 ¢ ) [0 1 10 1
-1 4 -2 3 a) x =1
0O 0 0 3 b) x=0
-1 2 1 4 C)X=—92
d) ) X
3 4 6 —1 d) x = —3
2 0 4 1 e) ndo existe x que satisfaca
DETERM! LIMA MATR
QUADRADA. DE ORDEM N MAIOR QUE 3 DETERMINANTES




Ficha-resumo

~ Determinante N

« Determinante de uma matriz quadrada n X n: € um numero real associado a matriz
segundo determinadas regras.

» Determinante de uma matriz quadrada de 1* ordem:A = [a,,], ., = ‘ detA = a,, |

« Determinante de uma matriz quadrada de 2* ordem:

dyp Ay =
A=[a . ]=¢ dlEtA-a”-217_2—:3412-5121
21 422 [_ _]

~ Cofator N\

Cofator de um elemento a, de uma matriz quadrada: cof (a) = (— -1,

~ Teorema de Laplace \

O determinante de uma matriz quadrada de ordem n (n = 2) € obtido pela soma
dos produtos dos elementos de qualquer linha ou coluna pelos respectivos cofatores.

. J
~ Regra de Sarrus N\
= . G S RE g s
dpp A Ay QL b I T T Ay
A= a3 A4y ay = 3 A1, .4z -3 -3z 4z
| d3; 433 a3z | Az A3y A3z Ay d3p
F F r 8 il (Y

-

trocar 08 sinais conservar 0s sinais

7

detA =ay, @y, "y + 2, 8y " 2, T3 3, "2 T A3 2y, "2y, T Ay "By 78,

T dy, " dy, " dy,

AN /

DETERMINANTES FiICHA-RESUMO




Complementares

861

862

863

865

Calcule os determinantes:

=3 @

d
'] 3 4

d)

b)‘& SI
5 4

nj=rjw &+ O
|
un

Calcule os determinantes, aplicando a re-
gra de Sarrus:

1 -3 4 -3 4 6
a0 2 5 ¢yl 1 2 3
1 3 -1 -7 =4 0
2 92 3
b)] 1 4 5

-1 0 3

Determine o conjunto solucdo das equacdes:

8 X +3 2x —1 ~ip
3 -9
Q %X X
BY| 1 2 1T|=18
3 1 2

Determine os valores de x para que o
determinante da matriz:

3 3 X
4 4 4 | sejanulo.
IR, Sl
Calcule os determinantes:
0O 10 3
0O 4 1 3
5 -1 0 ¢
9 3 -1 4
o) 0 F 1 %
0 2 3 1
0 -1 2 0

867

869

870

871

Calcule o determinante da matriz P?, sendo
Pa matriz:

T 0 &3 @
v3 0 V3
| 0 43 0|
(Fuvest-SP) Calcule os determinantes:
eop [0S
A=l0 1 1 B=00-0:
0 -1 1 .
0 1 1 4
Resolva a equagao:
x 0 0 1
0 x 10| |2 x°
0 x 0 1 x 0
1 O % 1
192 3
(UFRS)Se | 6 9 12 | = —12, entdo
X Yy z
% W E
9 3 4 |vale
1 8 3
a) —4 b)—% c)% d)4 e)19
(FGV-SP) Considere as matrizes
2 -1 9 -9
A= eB= .
PEEICLE P
O determinante da matriz A - B vale:
a) 100 d) 130 .
b) 110 e) 140
c) 120
(Mack-SP) O valor do determinante
1 1T 3-1
1 3 3 9 6.
25 33 (Sugestdo: aplique a
11T 1T 1 regra de Chid.)
a) —4 d) 1
b) =92 e) 1131
c)0
DETERMINANTES



872 (Maus-SP) Resolva a equagao:
x 0 0 1
g 5T B _‘1 X
0 x 0 1 10
1T 0 x 1
194 9
1 o &
873 (FCCSP)Se| 9 = 10, entdoké:
| Ik 2 ;
9 T 1
; o . 53
a) um nimero inteiro  d) igual ~99
b) menor que —4 e) iqual a —-;—-‘g
c) isuala—%
874 Resolva a equagao:
3—x -1 -1
Q x—4 -2 |=0
3 -3 x-5
875 (FGV-SP)O valor do determinante (onde log
representa o logaritmo na base 10)

1 1 1 1
log2 log20 103200 log2000
(log2)? (l0g20)? (log 200)° (log2000)?
(log2)? (log20)? (log 200)° (log 2000)>
¢ iqual a:

a) 0 b) 1 )2 d)12 e)20
876 (Fuvest-SP) Calcule o determinante
T 1 949
A 1.9 .9 9 _
12 o353
T 2:3 4
877 (FGV-SP) Seja a raiz da equagao
%190 0
T 5.3 B
= 16. X2 é:
0 0 x 3 Entdo ovalorde x* ¢
0 0 0 2
a) 16 d) 1
b) 4 e) 64
c)0
DETERMINANTES

(ITA-SP) Sejaa matriz A = [

C
a=Q1*m5), b = 90on®, ¢ = og ~ 81
ed= |Oﬂﬁ 7

Uma matriz real quadrada B, de ordem 2,
tal que AB é a matriz identidade de ordem
2e;

o597 9
D 9 logs 81
- _3
0| o 2 }
 J3 -5
g i
=3 9
o) 2 ]
E —
i 9 .
| % =2 |
. D 2
vy 0% |
2 _olog 8Y)
5 5 EE

879

a b
(Fuvest-SP) Se as matrizes A =[ c d ] e

i A
E=[ 0 1]séntai5queﬁﬂ = BA, pode-

- se afirmar que:

7

I = -

 a) Aéimreversivel

b) detA=0

" cb=0

d)c=0

" e)a=d=1
~ (Unirio-RJ) O valor de

5 J9 7
loge4 |-6] csc30°
X Y z

¢ igual a:

a0

b) 4y + 32)

c) 43x +y+ 3z)
d) 4x + 2y + 3z
e) 12(x + z)

ExerciCiOs COMPLEMENTARES



SAibA nm ponco mais

As varetas magicas

A partir de varetas de bambu, 0s chineses criaram
um original sistema de numeragao escrita

A origem do sistema chinés de numerac¢ao se perde na
noite dos tempos. Como acontece freqiientemente, o mito e a
lenda prevalecem na auséncia de informacoes precisas. As-
sim, o antiqiiissimo Shi Ben (Livro dos Antepassados) conta
como o lendario Imperador Amarelo, tido como o primeiro
imperador da historia da China, ordenou a seus suditos Xi He
e Chang Yi que observassem respectivamente o Sol e a Lua, e
a um terceiro, Li Shou, que inventasse a aritmética. A propria
popularidade desse conto fez com que o povo acreditasse, por
longo tempo, que Li Shou havia realmente inventado o con-
ceito de numero.




No entanto, a idéia de que a nocao de numero tenha po-
dido germinar no cérebro de um unico homem, mesmo em
se tratando de um génio, estd em flagrante contradicao com a
realidade histérica. A nocdo de numero é fruto de uma longa
evolucao que remonta a aurora da humanidade e que se im- )
pos progressivamente como uma necessidade resultante da
prépria atividade humana.
Os mitos e as lendas podem nos oferecer alguns indicios
sobre a origem dos nimeros na China, mas as escavacoes
arqueologicas trazem informacoes mais concretas e sobretu-
do mais fidedignas.
Nas provincias de Honan e Shanxi, entre os vestigios da
cultura Yangshao (de 7 mil anos atras), os arqueodlogos desco-
briram pecas de ceramica gravadas com sinais verticais e mar-
cas em ziguezague que bem poderiam ser a primeira forma, S———
ainda que balbuciante, da numeracao chinesa. .
Apés milénios de civilizag@o primitiva, aparece na China gyt
com a dinastia Shang (aproximadamente entre os séculos XVI
e XI a.C.) a primeira sociedade estruturada em classes. Gra-
cas aos trabalhos arqueolégicos, sabemos hoje que a cultura
dos Shang era escravagista e havia alcancado um grau consi-
deravel de desenvolvimento, visto terem sido encontrados
utensilios domésticos, armas e vasos sacrificiais feitos em
bronze. Por volta do século XIV a.C., a dinastia Shang mudou
sua capital para as cercanias da atual Xiaotun, proximo a
Anyang (provincia de Honan), fato esse que parece haver co-
incidido com um novo auge cultural e econémico, alem da
invencao de uma forma de calendario.

".\') ,
As varetas de calcular

Na China antiga os célculos eram efetuados sem manipula-
cao direta dos numerais: para tanto, eram usados os chou, pe-
quenas varas de bambu. Os matematicos chineses colocavam
tais varetas em diferentes posicoes para representar os nume-
ros e efetuar as operacoes. Essa manipulacao era chamada de
chou suan, o que significa literalmente “calcular com a ajuda
dos chou”.



Em 1971, foram encontradas trinta dessas varetas da epo-
ca do imperador dos Han ocidentais, Xuan Di (73 a 49 a.C.).
Sua forma e comprimento correspondem a descri¢ao que a
Histéria da dinastia Han faz delas, com a diferenca de que
nao sao de bambu, e sim de osso talhado. Em 1975 foi desco-
berto um feixe de varetas, de bambu nesse caso, e um pouco
mais longas do que as de Shanxi. Elas remontam ao reinado
do imperador Wen Di (179 a 157 a.C.). Por tltimo, foram en-
contradas em 1978 cerdmicas decoradas com sinais e simbo-
los que designam as varetas e que remontam ao periodo co-
nhecido como dos Reinos Combatentes (473 a 221 a.C.).
Nio existe atualmente qualquer indicio que nos permita
determinar com exatidao quando os chineses comecam a usar
as varetas de calculo, mas parece que eles ja haviam domina-
Saumee®- (o essa técnica na época dos Reinos Combatentes. De qual-

R quer maneira, em textos oriundos daquele periodo ja apare-
RET cem os ideogramas chou e suan.

Para representar os numeros, as varetas eram colocadas
em posicdo horizontal ou vertical.

A combinacdo dessas formas corresponde a um sistema
decimal comparavel ao que se usa atualmente no Ocidente. A
escrita vertical serve para marcar as unidades, a horizontal as
dezenas, a vertical as centenas, a horizontal os milhares, e
assim por diante, havendo entre os sinais um espaco em bran-
co que desempenha o papel do zero. Para representar um nu-
mero bastava escrever essas formas verticais e horizontais
da esquerda para a direita, alternando as unidades com as
dezenas, centenas, milhares etc.

O sistema decimal propriamente dito apareceu na China
entre o periodo conhecido como “da Primavera e do Outono”
(770 a476 a.C.) e o dos Reinos Combatentes (473 a 221 a.C.).
A partir de entdo, passou a ser possivel efetuar as operagoes
aritméticas com a mesma facilidade e comodidade de hoje.

(Extraido de DU SHI-RAN. Trad. Sergio Nesi da Fonseca. In: O Correio da Unesco.
Rio de Janeiro, Fundacédo Getilio Vargas, 1994, n. 1, ano 22, pp. 20-21.)



