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1. Principio fundamental
da contagem

A andlise combinatoria € um ramo da Matematica que tem por objetivo resolver
problemas que consistem, basicamente, em escolher e agrupar os elementos de um
conjunto. Possui aplica¢do direta no calculo das probabilidades, sendo instrumento
de vital importancia para as ciéncias aplicadas, como a Medicina, a Engenharia e a
Estatistica, entre outras.

Cada exemplo abaixo mostra todas as possibilidades de ocorrer um experimento.

a) Em quantas ordens diferentes 4 pessoas podem se sentar num sofa de 4 lugares?

Vamos descrever a arvore de possibilidades:
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A arvore mostra todos 0os modos possiveis de as 4 pessoas se sentarem num sofa
de 4 lugares, ou seja:

4-3+2-1=24 = 24 possibilidades

O principio fundamental da contagem diz que um acontecimento ocorre em
duas situacoes sucessivas e independentes, sendo que a 1? situacao ocorre de @ ma-
neiras e a 2* situa¢ao ocorre de b maneiras, entao o nimero total de possibilidades de

ocorréncia desse acontecimento € dado pelo produto a * b.

Exemplo:
Um rapaz possui 4 bermudas e 3 camisas. De quantos modos diferentes ele

pode se vestir com essas roupas?
Vamos indicar bermuda com a letra b e camisa com a letra ¢ e dispor as

maneiras possiveis no quadro:

O quadro mostra que existem 3 * 4 = 12 modos distintos.

Resolvido

Renato, Jose e Cristina disputam um torneio de xadrez no qual sdo atribuidos prémios ao cam-
pedo e ao vice-campedo. Quais sdo as premiagdes possiveis?

Para facilitar a compreensdo do problema, podemos usar a drvore de possibilidades. *

Campeao Vice-campeao Premiados
José Renato e Jose
Renato —— i e
Cristina Renato e Cristina
loE e Renato José e Renato
Cristina Jose e Cristing
; Renato Cristina e Renato
Cristing — ; ¥ X
Joseé Cristina e José

Existern 3 X 2 = 6 maneiras possiveis de premiacdo, ou seja, para a posicdo de campedo ha 3
possibilidades e para cada uma delas hd 2 possibilidades de vice-campeao.

%
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Propostos

917 Marina tem 5 blusas e 2 saias. De quantos
modos diferentes ela pode se vestir com
@s5as roupas”?

918 Emum baile hd 12 mogas e 8 rapazes. Quan-
tos casais podem ser formados?

919 Renatovaiaum clube no qual existem 4 por-
tas de entrada que dao acesso a 2 elevado-
res. Ele pretende ir ao 62 andar. De quantas
maneiras diferentes poderd fazé-lo?

920 Quantos numeros pares de 2 algarismos
podem ser formados no sistema decimal?

921 Uma pessoa possui 10 envelopes diferen-
tes e 8 selos diferentes. De quantos modos
essa pessoa pode enviar uma carta utilizan-
do 1 envelope ¢ 1 selo?

922 De quantos modos 3 pessoas podem se
sentar num soféa de 5 lugares?

923 (Unicamp-SP) Sabendo que nimeros de te-
lefone ndo comegam com 0 nem com 1,
calcule quantos diferentes nlimeros de tele-
fone podem ser formados com 7 algarismos.

2. Fatorial

994 (Fatec-SP) Dispomos de 4 cores diferen-

tes entre si; todas elas devem ser usadas
para pintar as 5 letras da palavra FATEC,
cada letra de uma s6 cor, e de modo que
as vogais sejam as unicas letras pintadas
com a mesma cor. De quantos modos
pode ser feito isso?

a) 4 d) 120

b) 36 e) 24

c) 28

. (UFBA) Existem 5 ruas ligando os supermer-

cados S, e S, e 3 ruas ligando os super-
mercados S, e S,. Para ir de S, a S;, pas-
sando por S,, 0 numero de trajetos dife-
rentes que podem ser utilizados é:

a) 15 d) 5

b) 10 e) 3

c)8

926 (Mack-SP) Com os algarismos 1,2, 3,4,5¢

6 sdo formados ndmeros de 4 algarismos
distintos. Entre eles, sdo divisiveis por 5:
a) 20 numeros d) 120 nimeros

b) 30 ndmeros e) 180 numeros
c) 60 nimeros

Considerando um numero 7, sendon € N e n = 2, temos:

nNn=n-n—-1)-n—2)-...-1 |, onde:

* a leitura do simbolo n! é:“n fatorial”;

* n! € o produto de todos os numeros naturais de 1 até »;

* estendendo a definicao: 0! =1e 1! = 1.

Exemplos:
a)2!=2:-1=2
b)3!=3:-2-1=6
Q)4!'=4-3-2-1=24
dH5!=5:4:-3:2:-1=120
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Resolvidos

1 Simplificar as expressoes:

3! 12!
a)ﬁ b)ﬁ

! 3 -9l 3.9{

| ol 2{’_—:3
I 121134 _12-11 -4
0! o ¥l

4 +5_4 5 _ M 5 M _
4] TR TR S G

2 Resolver a equagdo X :! 2

_;_;l._-.. =6
X!
(X L t(::i + 1) = X
¥
(x + 2) (x D _ 6
r":-:!
- i
o =325 — 2
0 e Z3=5
9,
V 1]
Propostos
997 Calcule o valor dos numeros fatoriais:
a) 0! g) 3! — 2
b) 1! h) 0! + 1!
c) 6! i) 2! 3!
d) 7! j) Ol 5l
e) 2l + 3l 1 4! 2
f) 11 + 4l
928 Simplifique as expressdes:
8! 6!
%) o1 D 3rg)
15! 8l
©) 73 e) 216l
4) 9 - 4l
) D 4l

FATORIAL

=6, comx = 0.

"

4] + 5l (n + 1)
c) 20 d) {n_ﬂ!,cmnn‘a:‘l
= 132
1+5=6
X+Xx+1)=0
X +X+WX+2=0
X +3x—4=0
—4 (ndo convem)
999 Simplifique as fragoes:
n! (2x + )
D=1 D =20l
X x| (x + 2)!
) -9 ®) X=X + 1)
(n+ 1) (n— 1 +(n—-2)
s <) nl ) nl .
930 Determine o valor de x, de modo que se
tenha:
a) xl =1 c) xl =720
b) x| = 24 d) xl = x
Resolva as equagoes:
O+ 1) _
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n!

b) =90 (PUC-SP) Se (n — 6)! = 720, entdo né igual a:
(n—2) a) 12 d) 4
b) 576 e) 30
(n—= 1D (n + 2)
)+ -2 c) 16

932 (Santa Casa-SP) A solugdo da equagao (UFRN) Se (x + 1)l = 3 (xl), entdo x € igual a:

1 d) 4
n+ 9l (n - 9) . S
= 4 é um numero natural: b) 2 e) 5
i(n — 1)
(n+ DIh = 1) O 3

a) par

b) cubo perfeito

c) maior que 10

. d) divisivel por 5
. e) multiplo de 3

Simplifique a expressao

(N 48 +N+1)0—1)
(n+1)(n - 1)

T

3. Permutacao simples

Permutacao simples de 7 elementos distintos € qualquer grupo ordenado desses
n elementos.

Permutando os 3 elementos distintos de A = {X,Y, z}, por exemplo, temos:

X, y, 2); (x,2,5); (v, X, 2); (¥, 2, X); (2, X, Y) € (2, ¥, X).
Obtemos o nimero de permutacdes simples igual a 6.

Note que para a primeira posicao ha trés possibilidades (qualquer das letras),
para a segunda posicao sobram duas letras (2 possibilidades) e para a terceira posi¢ao
temos s6 uma letra ainda nao usada.

Para calculo do niimero de permutacoes simples, usamos:

Pn=n!,nuseja,Pn=n-(n—l)-(n—2)-...-1

Portanto, o numero de permutacoes simples de n elementos distintos ¢ igual an
fatorial.

Exemplo:

Vamos calcular o niimero de anagramas da palavra LAPIS, lembrando que

um anagrama € uma palavra formada com as mesmas letras da palavra dada,

podendo ter ou nao sentido na linguagem usual.

Como a palavra LAPIS possui 5 letras, basta calcular:
P=51=5"4-3"2-1=120

Assim, 0 nimero de anagramas da palavra LAPIS € 120.
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Resolvido

Considerar a palavra DILEMA e determinar:

a) o numero total de anagramas

b) o nUmero de anagramas que comegam com a letra D

¢) o nimero de anagramas que comegam com a letra D e terminam com a letra A
d) o numero de anagramas que comegam com vogal

1) O numero total de anagramas €:
p =6l =720

b) Para calcular o nimero de anagramas que comegam com a letra D, fixamos a letra D e permu-
tamos as demals.

DILEMA P, = 51 = 120
P,
c) Neste caso, vamos fixar a letra D e a letra A e permutar as demals.
DILEMA Pp=41=9
0,

=5

d) No item b, vemos que para cada letra fixada na primeira posigao ha 120 anagramas. Como
existem 3 vogais diferentes, © numero de anagramas que comegam com vogal é:
3 - 120 = 360 anagramas

Propostos 941 (Fuvest-SP) O nimero de anagramas da pa-
lavra FUVEST que comegam e terminam
936 Da palavra LIVRO: com vosgal é:
a) quantos anagramas podemos formar? a) 24 d) 120
b) quantos s30 Os anagramas que come- b) 48 e) 144
¢am com vogal? c) 96
C) quantos sdo Os anagramas que come- 949 Os anagramas da palavra EDUCATIVO que
Gam com consoante? comecam com vogal e terminam com con-
937 Da palavra ADESIVO: 5;3 E:E seeem numerz)d;: P,
a) quantos anagramas podemos formar o) P, e) 90 -P,

3

5

com as letras Sl juntas e nessa ordem?

€) Py~ P 0 P,
b) quantos sdo 0s anagramas da palavra .
ADESIVO que comegam com a letra D 943 (FCC-BA) Quanto aos anagramas da pala-

e terminam com a letra V7 vra ENIGMA, sejam as afirmagoes:
. 1) O nimero total deles ¢ 720.
Quantos anagramas da palavra FUVEST pos- ~ |I) O nimero dos que terminam COM 3
suem as vogais juntas? letra A € 25.
I O nimero dos que comegam com EN
De quantos modos 6 pessoas podem se ¢ 24,
sentar em 6 cadeiras, em fila? Assinale a alternativa correta:
a) So a afirmacéo | € verdadeira.
(FEI-SP) Obter o nimero de anagramas for- b) A afirmagdo |l € verdadeira.
mados com as letras da palavra REPUBLI- ¢) S6 a afirmacdo Il é verdadeira.
CA, nos quais as vogais se mantém nas res- d) As afirmacoes | e Il sdo verdadeiras.
pectivas posigoes. e) As afirmagdes | e lll sdo verdadeiras.
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4. Arranjo simples

Chamam-se arranjos simples todos os agrupamentos simples de p elementos
que podemos formar com n elementos distintos,sendo p < n.Cada um desses agru-
pamentos se diferencia de outro pela ordem ou natureza de seus elementos.

A notacao para o numero de arranjos simples de n elementos tomados papé:

A, 5

Exemplo:

Uma escola possui 18 professores. Entre eles, serdo escolhidos: um diretor,
um vice-diretor € um coordenador pedagégico. Quantas sio as possibilida-
des de escolha?

Os agrupamentos sao arranjos simples, pois 2 deles se distinguem por terem

algum professor diferente ou por terem as mesmas pessoas mas em cargos
diferentes.

Veja a tabela:

[' 1 Vice C. Pedagoégico |
N | |
ib - R s o

Lﬂgﬂiﬂw =18+17 - 16 = 4896

Formula de arranjo simples
Vejamos como estabelecer uma formula para o cilculo do numeroA_ g

Considerando o conjunto A = {a,a,,a,,...,a_} € 0s numerosA, ;A A ;.. SAL
temos:

A =N

An‘3=n-(n— 1)

A =0 = 1) it—2)

A

L4=n-(m=D-{m-2) (n-3)

A =n*(n;1)-(n-2)-...*(n—p+1)

n,p
— p)!
Multiplicando o segundo membro da igualdade por g: = P ;,, encontramos a
formula do arranjo: pJ:
. N Gom = (n — p)!
A s =1 M= Mm=2) - m—p+1) 0 — p)
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Quando p = n, temos:
A =n-(m-=1"..-2-10uA, =n! queé¢apermutacao simples de n

n, n

elementos.

Assim, A == P = n!, para calculo do numero de arranjos simples.

Exemplo:
A Bl St 5 de 3L, 504
52" (5 —2) 3| 3! i

= 20

Resolvidos

1 Retomando o problema dos 18 professores que disputam os cargos de diretor, vice-diretor e
coordenador pedagoégico, calcular, usando a férmula, quantas sdo as possibilidades de escolha.

18l 181 18-17-16-151 1817 - 16 - 15 =< A
B=-3 5= - e wm 4 896 grupos
2 Resolver a equagdo A, , = 0.
. nn (| . n(n 1) {n—2r .
=H = - — ..__-‘..-i. — g = d-‘__[__;_-— o O
1) = ¢
| + 5
e | 0 '
=N 5 NvVen
Propostos 945 Resolva as equagses:
a) An o = 30
944 C(alcule: A
b) =+ =8
a) Ay 5 ) Ay 3 ) 2 11
Ay *
, 9
0) As, o d) A, c) A§E=n+4
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947

949

950

Quantos numeros de 3 algarismos distintos
podemos formar com os elementos do
conjunto E = {1, 2, 3, 4, 5}7

Uma empresa possui 16 funciondrios ad-
ministrativos, entre os quais serdo escolhi-
dos 3, que disputardo para os cargos de
diretor, vice-diretor e tesoureiro. De
quantas maneiras pode ser feita a escolha?

Julio deseja pintar a palavra LIVRE em um
cartaz de publicidade, usando uma corem
cada letra. De quantos modos isso pode
ser feito, se ele dispbe de 8 cores de tinta?

Duas pessoas entram num &nibus que tem
7 lugares vagos. De quantas maneiras dife-
rentes as 2 pessoas podem ocupar esses
lugares?

(UFBA) Quatro jogadores sairam de Manaus
para um campeonato em Porto Alegre, num
carro de 4 lugares. Dividiram o trajeto em 4
partes e aceitaram que cada um dirigiria
uma vez. Combinaram também que, toda vez
que houvesse mudanca de motorista, todos
deveriam trocar de lugar. O numero de

951

952

953

arrumagoes possivels dos 4 jogadores du-
rante toda a viagem é:

a) 4 d) 24
b) 8 e) 162
)12

De quantos modos podem-se arrumar 4 li-
vros de Matemaética, 3 de Geografia e 2 de
Biologia, numa estante, de modo que:

a) fiquem dispostos em qualquer ordem

L) os livros de mesmo assunto fiquem
juntos

(Osec-SP) O numero de maneiras diferen-
tes segundo as quais 1 casal, 2 filhos e 1
filha podem sentar-se em torno de uma
mesa circular, com a condicdo de que os 2
filhos ndo figuem juntos, é:

a) 6 c) 24
L) 12 d) 60

Num grande prémio de Férmula 1, partici-
pardo 20 pilotos e somente os 6 primeiros
marcam pontos. Quantas sdo as possibili-
dades de classificacdo nos 6 primeiros lu-
gares”?

S. Combinacao simples

Chamam-se combinagoes simples todos os agrupamentos simples de p elemen-
tos que podemos formar com 7z elementos distintos, sendo p < n. Cada um desses
agrupamentos se diferencia do outro apenas pela natureza de seus elementos.

A notacao para o namero de combinacio simples de z elementos tomadosp ap é:

C.. 5

Exemplo:

Uma escola tem 9 professores de Matematica. Quatro deles deverao repre-
sentar a escola em um congresso. Quantos grupos de 4 sao possiveis?

Os agrupamentos sao combinacgoes simples, pois um deles se distingue do
outro somente quando apresenta pelo menos uma pessoa diferente. Inver-
tendo a ordem dos elementos, nao alteramos o grupo.

W

£)
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Calculamos inicialmente os arranjos simples formados por 4 entre 0s 9 pro-

O
fessores de Matematica (m): A , = ©—D 3 024.
Mas aqui consideramos distintos os agrupamentos do tipo (m,, m,,m,mg)e
(m,, m,, m,, m,). A quantidade de agrupamentos formados por esses profes-
sores, mudando-se apenas a ordem, € dada por p, = 4! = 24.

Logo, 0 numero de combina¢oes simples sera o quociente 3 024: 24 = 126.

Formula de combinacdo simples

Considerando o conjunto A = {a,a,,a,,...,a } € uma combinag¢ao de p elemen-
tos de A, podemos fazer as permutacoes desses elementos, € encontrar p! seqiiéncias,
ou seja, os arranjos dos 7 elementos de A tomados p a p. Portanto temos o produto:

p!C, ,=A

n, p’

ou seja, C o = b

,sendop=n

Entdo, para o calculo do nimero de combinacoes simples, temos:

Exemplo:
5! 5! 5:4-

C2= I -2 213

Resolvidos

1 Retomando ao problema dos 9 professores de Matemética dentre os quais 4 irdo a um congres-
so, calcular quantos grupos serdo possiveis.

- o] o __G-,é’-?;é’i,.%!'_ . o
C 4 = 1O -4 45— w3 o - 126 grupos possiveis

2 Resolver a equacdo C, , = 3.

X! - X(x — 1) Le—20 W — 1) = 2% Koo 0 —1) _
Tx—91 ° = G S 9 x-9 =g =3
X =3
x“x—é:axfxﬁ+[}=:x=1§5<
X" = —2 (ndo convém)
Logo, V = {3}
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PrOpOStDS 959 Quantas comissdes de 5 membros pode-
mos formar numa assembléia de 12 parti-

954 Calcule: cipantes?
a) Cg 5 ) G o
b) C d) Cio, 3 960 Uma papelaria tem 8 cadernos de cores di-
TS Cs 3 ferentes, e quero comprar 3 de cores dife-
rentes. Quantas possibilidades de escolha
955 Resolva as equacdes: eu tenho?
8)C o=06 ) C,,=4C,,
961 Quantos produtos de 2 fatores podemos
956 Quantos grupos diferentes de 4 ldmpadas obter com os divisores naturais do niimero
podem ficar acesos num galpdo que tem 197

10 ldmpadas?

957 Quantos subconjuntos de 4 elementospos- 962 (Fatec-SP) Ha 12 inscritos em um campe-
suem um conjunto de 6 elementos? onato de boxe. O numero total de lutas que

podem ser realizadas entre os inscritos é:

958 (FAAP-SP) O numero de combinagdes de a) 12 d) 66
n objetos distintos tomados 2a 2 € 15. De- b) 24 e) 132
termine n. c) 33

Problemas envolvendo arranjo e combinacdo

Com os problemas a seguir procuramos enfatizar os conceitos de arranjo simples
e de combinacao simples e tornar mais clara a diferenca entre eles.

Exemplos:

a) Quantos nimeros de 3 algarismos distintos podemos formar?

Considerando o conjunto dos algarismos {0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9}, inici-
almente aplicamos a formula do arranjo simples, ou seja,A ;.

03 aqo-3! 7!

Ay ;=720

A seguir, vamos calcular 0s arranjos cujos nimeros possuem 0 ZEro Como
primeiro algarismo, ou seja, A, ,, € subtrair do total de arranjos.

2 Ak T 9!
%2 021 7

Ay , = 72

Ao g 720 — 72 = 648 nameros

COMBINACAQ SIMPLES
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b) (Unicamp-SP) Uma Camara Municipal € composta de vereadores de

3 partidos — A4, B e C —, assim distribuidos: 3 do partido A, 6 do partido

B e 9 do partido C.

[. Qual a menor comissao (em numero de vereadores) que se pode for-
mar nessa Camara, mantendo-se a mesma proporcionalidade partidaria?

[I. Quantas comissoes diferentes com essa caracteristica podem ser for-

madas?

I. Considerando a distribuicao — partido A: 3; partido B: 6; partido
C:9,a menor distribui¢cao que mantém a proporcionalidade é par-
tido A4: 1; partido B: 2; partido C: 3.

II. O namero de comissoes diferentes, que corresponde a caracteristica
do item I, € calculado pelo produto das combinacoes

C, "G, Cy ;=3 "15" 84 = 3780 comissoes

Propostos

963 (Cesgranrio-RJ) Um mégico se apresenta em

{:L:l l_lli'II A I.I e

publico vestindo calca e paletd de cores di-
ferentes. Para que ele possa se apresentar
em 24 sessdes com conjuntos diferentes, o
numero minimo de pegas (numero de pale-
tGs mais numero de calcas) de que precisa é:
a) 24 c) 12 e) 8

b) 11 d) 10

(Fuvest-SP) Calcule quantos numeros mul-
tiplos de 3, de 4 algarismos distintos, po-
dem ser formados,com 2, 3, 4, 6 e 9.

(FGV-SP) Seis pessoas decidem formar 2
comissdes com 3 pessoas cada. De quantas
formas diferentes isso pode ser feito?

a) 20 c) 10 e) 48

b) 120 d) 92

(PUC-5P) Pretende-se formar uma comissao
de 5 membros a partir de um grupo de 10
operarios e 5 empresarios, de modo que
nessa comissao haja pelo menos 2 repre-
sentantes de cada uma das 2 classes. O to-
tal de diferentes comissdes que podem ser
assim formadas é:

a) 1000 c) 19400
b) 185 d) 1750

e) 1650

967

969

970

(Santa Casa-SP) Num hospital, hd 3 vagas
para trabalhar no bercario, 5 no banco de
sangue e 2 na radioterapia. Se 6 funcionari-
Os se candidatarem para o bercério, 8 para
O banco de sangue e S para a radioterapia,
de quantas formas distintas essas vagas po-

dem ser preenchidas?
a) 30 d) 11 200
b) 240 e) 16 128 000

c) 1120

(Unesp-SP) Sobre uma reta marcam-se 3
pontos e sobre outra reta, paralela a pri-
meira, marcam-se 5 pontos. O nimero de
tridangulos que obteremos unindo 3 quais-
quer desses 8 pontos é:

a) 96 d) 45 '
b) 90 e) 42
c) 95

Considere os nlimeros obtidos do nimero
12 345, efetuando-se todas as permutagoes
de seus algarismos. Colocando esses nu-
meros em ordem crescente, qual o lugar
ocupado pelo nimero 43 5217

Uma uma contém 3 bolas azuis e 2 verdes.
De quantas maneiras podemos retirar as 5
bolas, uma por vez e sem reposicao?
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6. Permutacao com elementos
repetidos

Um conjunto foi escrito com 7 elementos. Um dos elementos foi repetido o
vezes, outro elemento foi repetido [ vezes e assim por diante, até um elemento repe-
tido y vezes.

O numero de permutacoes que se pode obter com os elementos é:

Exemplo:

Qual € o numero de anagramas que podemos formar com as letras da pala-
vra INFINITO?

Se nao houvesse elemento repetido, teriamos um total de P, = 8! anagramas.
Imagine que uma das letras NV fosse azul e a outra verde. Para cada anagrama
escrito com N (azul) a esquerda do N (verde), teriamos outro anagrama com
N (verde) a esquerda do N (azul). Mas como, de fato, nao hi essa distincao
entre as letras N, calculamos o numero em dobro. Para corrigir esse erro,
devemos dividir o total por 2!, ou seja, 2.

Porém, a letra I também se repete. Imaginando 3 cores para as letras /,
teriamos uma variacao de 3!,isto é,6 posicoes. Devemos dividir o total por
3! para corrigir esse erro.

Assim, 0 nimero procurado é:

8l. 8476 ::5-4% 3|

T 31 21 =3360

3,2 —
PEI

973 (Unicamp-SP) As avenidas de uma cidade
estdo dispostas na direcao norte-sul e as
ruas na diregdo leste—oeste. Um trabalhador,

Propostos

971 Qual é o nimero de anagramas que pode-

972

ANALISE COMBINATORIA BINOMIO DE NEWTON

mos formar com as letras da palavra URU-
GUAI?

De quantos modos podemaos estacionar 20
automaoveis em 3 garagens, sabendo que na
primeira cabem 10 automoveis; na segun-
da, 6; e na terceira, 47

que reside numa das esquinas dessa cida-
de, trabalha numa firma localizada em ou-
tra esquina, 2 quadras ao sul e 3 quadras a
leste. Quantos caminhos (possiveis) o tra-
balhador pode seguir para ir de sua casa a
fabrica, percorrendo sempre a menor dis-
tdncia?



974

(Fuvest-SP) Dado um quadrado plano ABCD,
escolhem-se 3 pontos sobre o lado AB, 5
pontos sobre BC, 2 pontos sobbre CD e 1
ponto sore AD, de tal modo que nenhum
desses pontos coincida com algum vértice
do quadrado. Seja x o conjunto dos pon-
tos escolhidos. O numero de tridngulos com
vertices em x é:

a) 165 d) 154
b) 55 e) 990
c) 61

975

976

(Unicamp-SP) Numa Kombi viajam 9 pes-
soas, das quais 4 podem dirigir. De quantas
maneiras diferentes é possivel acomoda-las
na Kombi (3 no banco da frente, 3 no ban-
co do meio e 3 no banco de trs), de forma
que uma das 4 que dirigem ocupe o lugar
da dire¢ao?

(Fuvest-SP) Seja P o conjunto dos 17 vérti-
ces de um heptadecagono reqular. Qual o
numero de tridngulos cujos vértices perten-
cema P?

7. Numeros binomiais

Se n e p sao dois numeros naturais, com n = p, chama-se numero binomial de

classe p ao numero (E) dado por:

Podemos observar que (

61 654 r6R 5

Exemplos:
6 3 6! B
Wil sore -2 24 - 278
b)4= 4! . =4-,%.'=
3l asalica—3) 31! 3

.(3)-
0 o (n — 0) | L

A 15

Casos notdveis

n!

|

Exemplo:

(

3 3! a2
T 0@-=-0)y 1

o)

ANALISE COMBINATORIA BINOMIO DE NEWTON



n) n! _n*(n— 1D
b)(l)_l!(n—l)l_ (-

Exemplo:

2\ 2! 2
(1)_1!(2_1)1_1-1_2

(n) _ n! . n _q
Na) " at@—n) _ nl o

Exemplo:

(5)_ 5! 5 -1
5) S'(5—=5 StO

Numeros binomiais complementares

. . g on n n &
Os numeros binomiais ( ) e ( ) de mesmo numerador sio complementa-
res,quando p + q = n. P

Exemplos:
— Ty 5! .5
7 (3) “HRG-3 ma 0

S
[2)"2!(5—2)!'2!3!'10

Note que dois numeros binomiais complementares sao iguais.

Propriedades dos niimeros binomiais -

Primeira propriedade:

Exemplo:

Y __ 5 : 3
[3)—(2), pois 3 +2 =5
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Segunda propriedade: Relacao de Stifel

-~

Demonstracao:

b
(EJ+[p11)=(Eil

)+

p <+ 1

|

n—+1
p+1

Desenvolveremos cada um dos membros € chegaremos a uma identidade.

n! n!

(n + 1)!

p@m-p)! @GID@—-p-D G+D@+D- @+ D

nl(p+1)+nl(n—p) (n+ 1)

(p+ D!'(n — p)! C(pt+DIn+1-p-—-1
n!(p+1+n—p)= (n+1)-1!
(p + D! (a— p) (p + D' (n — p)!

(in+1)-n! {n-4 1) n

P+rDIm—p! @+ D @-—p)

Exemplo:
n n n+1
) d )

(&) *(5)=) - (4
| e |

pep Pkl 15

Resolvidos

1 Determinar:

a) @

3 [ 5) 51

713 NG-31 39

.r'E\I

o (3)+ () (5) =1+ 4 +1-¢

NUMES

e

17O

J=1
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2 Resolver a equacdo (i] = (;)

Aplicando a primeira propriedade, temos:
X=2o0ux+2=>5

X =3
logo: V = {2, 3]

; 8 8
D
3 Determinar ( 6) + (?)

Aplicando a Relacdo de Stifel, temos:

[s]+'e]:[e+1)=[@): o 9 _9:8:7M _9:8-7 .
&) " \7 7 7) Q- N 7e A9

PFO[JDStOS 981 (FGV-SP) Sabendo-se que (rl:} =xe
m+ 1) _ m

977 cal?é,le: . (p + 1) =Y, entac (p + 1) e:

(5] o (g) )X +y ) x—p

:5 FH] L) x —y ey—p
b d ClY—X
) k'q') ) \ 8 )

978 Calcule o valor das expressoes: (Unesp-SP) Seja num numero natural tal que

5) 5)
% [D, E (U ) [EJ (18] = é.
6 4x — 1)
979 Calcule o valor das expressdes aplicando a a) 8 c) 6
Relacao de Stifel: b) 5 d) 7
a) [Z) i G) b) (T_PJ 4 (1;'] (UFPR) Sejam n e p niimeros inteiros positi-
vos tais que n — 1 = p. Entdo: (
980 Determine o conjunto verdade das equa- =] N Y sicus p—1
GOes. Sugestdo: comparar com a Relagao de + [ o ] i [p + 1) ke

(7

Q 10 10 ) _ (11 _
a) (D)JFJJ (4]+(n+1 —(4J.Entéﬂ,
4\ (8 ayn=>5 cn=3
b}[h_tﬂ; Bn=4 din=12

Stifel. ‘n—1 ‘n+ 1)
N/

a) (? = ?) . u.D‘*J 2 \P — 1
x) A3 " ‘n n+ 1)

[ 2] = rB] ) xp] Olp+1,
2/ X & ‘n + 1)

o{)-() :
6 4

(UECE) A soma das solugdes da equacéo

(santa Casa-) e, (3] + () = 500 - 9)

VA 3\
d) [;) - ; = @ entdo né igual a:
: : / a) 11 d) 8
& m 1 =(?“ b) 10 e) 7
4 \51 5) c) 9
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8. Triangulo de Pascal

A determinac¢dao de nimeros binomiais pode ser obtida por meio de um disposi-

tivo pratico chamado triangulo de Pascal, que é construido com base na teoria €
propriedade dos numeros binomiais.

x 0 1 2 4 || 5 6
n i
) .—‘I—

T

S

|

Jl

)

T_T
=3

%

|
|

S N
— =

W
| —=. | = Ty

3\ | (3) | (3
13 16) 13 3 1
4\ | (4)] (4

40)(1]2 1 4 6 4 1

|
1
1

P 5 16 10 5 1}

— A

o N

1 6 15 20 15 6 1

- L
= N =%

|
-

e T

Verifique no triangulo de Pascal as seguintes propriedades:
1*) Um “cateto” e a “hipotenusa” do triangulo de Pascal sao formados por 1.
2") Em cada linha os termos eqiiidistantes dos extremos sao iguais.

3" A soma de dois elementos consecutivos de uma linha € igual ao elemento da
linha seguinte, imediatamente abaixo da segunda parcela da soma.

4") A soma dos elementos de cada linha do triangulo € uma poténcia de 2, cujo
expoente € o numero da linha.

TRANGULO DE Pascal 384
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9. Binomio de Newton

Supondo um numero natural 7, podemos considerar a seguinte expressao:

(x + a)" =(g) x"a’ +(T] x" " 'a ‘+(2] x" " %a

Com o emprego do somatorio, a formula fica reduzida a:

(x +a)" = i(ﬂJ ¥ gt T P

p = o\P
Considerando alguns valores para n, temos:
ayn=20
ﬂ)“ (

3,0 3 2,1 3 1,2 3 0.3
X“a +(1Jxa -I-[z)xa -1—(3]1{3

Termo geral do binémio de Newton

Todo termo do desenvolvimento do binomio de Newton pode ser representado
pela expressao:

Exemplo:
Para determinar o termo em x° no desenvolvimento do binémio (x + 4)’, fazemos:

5 =
Ts5:q :(p) x> P . gP

Como o expoente de x deve ser igual a 3,devemos ter 5 — p = 3.Logo p =2

ANALISE COMBINATORIA BINOMIO DE NEWTON 1ste BiNOMIO DE NEWTON



Substituindo p = 2, temos: T, , , = (5) I o

2
et >! 3
L=aG-2n % 16
T, = 160 x>

Resolvidos

4
1 Determinar o termo geral do desenvolvimento do binbmio (xg = %) ,
X
. 1A : - P
. _ | X : N l'.-:ll|
"|-.l:.
+' - -—]-H = ]A "-:—;a:"'_:r:---{ ]:n: "
gy, L. A% 4 \P, Yol

95
2 (Maua-SP) No binémio (:ﬁ + J_[...) , escrever o termo que contém x°, calculando o respectivo

9
coeficiente. Y

. L [ T
| . B
I e

P .
O fator x deve ter expoente igual a 9. Logo:

5-3p=9 = -3p=9-75 = -3p=-66 = p=922

| -.;.1.'- \ = I I . L IIrE:_} 3 SR e
} I'h.. |,":|,."‘.

Substituindo p = 29 na expressdo do termo geral temos:
. (95) 15-3.90 1 _ 95! O BT %’
21" gg) R sy X ym o e T 200
Pro pOStOS 988 Determine o termo em x° no desenvolvimen-
to dos binbmios: .
986 Calcule e verifigue que a seqiiéncia dos so- a) (x + 9)° b) (x + 3)°
matorios dados pela expressdo
- e
S, = 2 (n . i),'.::nrv::hr:': (n—=i)=i,éase- 989 Determine o termo em x° no desenvolvimen-
i=o\ | to dos binémios:
quiéncia de Fibonacci. A seguir, localize-a a) (x + ) b) (x — 1)°
no Tridangulo de Pascal.
990 Calcule o segundo termo no desenvolvi-
987 Desenvolva os seguintes bindmios: mento do binémio (x + 3)°.
a) (x + 2)° d) (x — 1)
b) (x + 3)* e) (x — 3)° 991 Calcule o quarto termo no desenvolvimen-
c) (x + 5)° f(x—1)7 to do binémio (x — 1)’.
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(Cesgranrio-RJ) O coeficiente de x* no
polindmio P(x) = (x + 2)° é:

a) 64 d) 4
b) 60 e) 24
c) 12
(UFSCaE-SP) O termo independente de xno
15
desenvolvimento de {x - 'JE'] é:
X
a1 d) 1225
b) —3003 e) —495

c) —30

(UFBA) O coeficiente de x’ no desenvolvi-

7
mento de (53:3 + i) é:

Jx
a) 35 d) 875
o) 125 e) 4375
c) 280

(UFES) O termo independente de x no de-

8
senvolvimento de (x - i) é:

3x

70

a) 70 C) a1
70
b) =70 d) 81

5
(PUC-SP) Dado o binémio (::-:3 - xi’“) ,
sabe-se que a soma dos coeficientes e o
termo independente de x no seu desenvol-
vimento sdo, respectivamente, iguais aos nu-
meros de homens e mulheres que partici-
pam de um simpdésio. De quantos modos
distintos podem ser formadas comissdes de
exatamente 4 pessoas, escolhidas entre os
participantes desse simposio, se cada co-
missao deve conter homens e mulheres em

igual nimero?

(UFRN) O termo independente de xno de-

5
senvolvimento de (x — %) :

d) éoterceiro
e) é o quinto

a) ndo existe
b) é o primeiro
c) € o segundo

(UFCE) O coeficiente de x'® no desenvolvi-
mento de (% + x )" é:

a) 455 d) 643
) 500 e) nda.
c) 555

(UFES) Qual o termo central de (x — 3)°7

a) —540x%° d) 540%°
b) —3240x° e) 540x*
c) 3240x%°

(Mack-SP) A condig¢do gue o numero natu-
ral ndeve satisfazer para que o desenvolvi-

n
mento de (x + i) tenha um termo in-

%2
dependente de x é ser:

a) par

b) miltiplode 5

c) multiplo de 4 e maior que 8
d) multiplo de 3

e) impar

(PUC-SP) O termo no desenvolvimento de
(2% — v*)8 que contém x'° é:

a) 2 d)5
b) 3 e) 6
c) 4

(UFMA) O quarto termo no desenvolvimen-

6
tode (}(E +-;—£-) é:

a) 203 ) %
6

b) 198 d) —
X

(UFGQO) O valor de a para que o coeficiente
de x* no desenvolvimento de (x + a)’ seja
1890 é:

a) 3¥2 d) 243
b) 3J2 e) nda.
c) 233

k
(Mack-SP) No desenvolvimento (xﬂ + %) ,
K €N, os coeficientes binomiais do quarto
e do décimo terceiro termos sao iguais.
Entdo, o termo independente de x ¢ o:

a) décimo

b) décimo primeiro

C) nono

d) décimo segundo

e) oitavo

BINOMIO DE NewToN



Ficha-resumo

~ Andlise combinatoria 2

* Principio fundamental da contagem
Sabendo-se que um acontecimento ocorre em duas situagoes sucessivas e indepen-

dentes, sendo que:

1 situacdo: ocorre de @ maneiras;

2% situacao: ocorre de b maneiras, entao, o numero total de possibilidades de ocor-
rer 0 acontecimento € dada pora - b.

* Fatorial:sendon€Nen>1,temos: | n'=n-(n—1)-(n—2)-...-1

dendo a defini¢ao,obtemos:0! = 1 e 1! = 1.

* Permutacao simples: ‘ P =nl I

- n!
p! (n - p)

« Numeros binomiais: sendo {n,p} C N e n = p, temos:

Casos notaveis:

(0)=(3) ()= .

Propriedades:

-

Il n
l — —_— —
) [p) (q] Iemﬂﬁp—q{}up+q—ﬂ

\ o,
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G

~ Tridangulo de Pascal ~
?|
I o0 1 2 3 4
n
— =T|_
0
ol | |
| =
[ WI '
’ 1 1
1 | ol | |1 1 1
- f %#}*—=ﬂ=—
l 2] 2) | (2
= S 1 | ou
3
s ¥ &
B
|t 0 1 4 6 4 1
5
5 0 1 5 10 10 5 1
* Um“cateto” e a“hipotenusa” doTriangulo de Pascal sao formados por 1.
* Em cada linha os termos equidistantes dos extremos sao iguais.
* A soma de dois elementos consecutivos de uma linha € igual ao elemento da linha
seguinte,imediatamente abaixo da segunda parcela da adicao.
« A soma dos elementos de cada linha do triangulo € uma poténcia de 2. )
~ Binomio de Newton - ~
ayt =2 n,0 n n-1, 51 n n—2, ,2 n 0,n
(x +a) [DJxa -l-(l)x a+(2]x a+...+[n)xa

N

sendo n €N

Termo geral
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Complementares

1005

1006

1007

1008

1009

1010

1011

ERCICIOS COMPLEMENTARES

Uma loja de revenda de automoveis possuli
4 marcas diferentes, nas cores: azul, verme-
lho e branco. Quantas sdo as diferentes
possibilidades de comprar um automovel?

De quantos modos 3 anéis podem ser co-
locados nos dedos (um anel em cada dedo)
de uma sé mao?

Simplifique as expressoes:

7! 51 -3l

3! 8! (n + 1)
©) rel 2

4] + 6! nl 4+ (n + 1)
& 6! ) nl+ 2 — 1)
Resolva as equagoes:

xl (2n + 1)
VD= =2 O grh=7=°¢
(Fatec-SP) A ssd s 1

atec- expressao = L
onde n €N, € igual a:
1 n
%) ol DE+
]
b) ey e) n.d.a.
==
D+
(UFPR) A soma das raizes da equagdo
(5x—=7) =1vale:
a) 5 d) 3
o) 7 e) 4
c) 12

(FCC-BA) Considerem-se todos os anagra-
mas da palavra MORENA. Quantos deles

tém vogais juntas?

a) 36 d) 144
b) 72 e) 180
c) 120

1012

1013

1014

1015

1016

1017

1018

1019

O numero de anagramas da palavra ALUNO
que tem as vogais juntas é:

a) 12 d) 6

b) 24 e)9

c) 36

(Mack-SP) Com n elementos iguais a Xe 3
elementos iguais a ¥ forma-se um total de
n + 7 permutagdes. Entdo, nvale:

a) 8 d) 5
b) 7 e) 4
c)b

(Med. ABC-SP) Oenﬂmem de raizes da
equagdo C*,, = C* é:

a) 0 d) 3
b) 1 e) maior que 3
c) 9

Com os algarismos 2, 3 e 4, quantos nime-
ros de 2 algarismos podem ser escritos?

O diretdrio académico de uma faculdade
possul 12 membros, entre os quais serdo es-
colhidos 4 para os cargos de presidente,
vice-presidente, tesoureiro e secretério. De
quantas maneiras pode ser feita a escolha?

Um estudante possui 9 folhas de papel de
cores diferentes e quer encapar 3 cademnos,
um de cada cor. Quantas possibilidades
existem?

Determine o nimero de diagonais do pen-
tégono? (pentdgono: poligono de 5 lados)

(FEI-SP) De todos os nimeros menores que
100 000 e maiores que 50 000, quantos sdo
os que lidos da esquerda para a direita ou
da direita para a esquerda fomecem o mes-
mo valor? (Por exemplo: 56 365.)

a) 450 d) 900
b) 1500 e) 500
c) 1000
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1020 (Fuvest-SP) Seja Vo conjunto dos vértices de

uma pirdmide de base quadrada. Determine:

a) onumero de triangulos cujos vértices sédo
pontos de V:

b) o nimero de circunferéncias que pas-
sam por pelo menos 3 pontos de V.

1021 Resolva as equagoes:

8) (11) = (11]
X 8

& Sl 4
b}kx—1)“(9x+3J

1022 Usando a Relacdo de Stifel, determine o

valor de:

4)*(s)
+(3)+ ()

a)

o)

1023 Determine o conjunto verdade da equagao:

(4 )+("s)=0

1024 (Mack-SP) Considere a sequéncia de afirma-

coes:
| (15) _ I'*15}
1) 3
i . r15)
' kQJ x13
Il Gi) - TﬁS J implicax = 2

Associando Vou Fa cada afirmagao, con-
forme seja verdadeira ou falsa, tem-se:

a)FREV d) FEF
R AAY e) V.V, ¥V
BV, F

1025 Desenvolva os segquintes bindmios:

a) (x + 3)° b) (x — 1)

1026 (Mack-SP) No desenvolvimento de

n
(x& +-J:) , a diferenga entre os coefici-

entes binomiais do terceiro e do segundo
termos € 44. Entao:

ayn=7 dn=10
b)n=28 e)n=11
con=9

1027 (Mack-SP) A condicdo que o numero natu-
ral n deve satisfazer para que o desenvolvi-

n
mento de [x +xi9] tenha um termo inde-
pendente de x € ser:

a) par

b) mUitiplode 5

¢) multiplo de 4 e maior que 8

d) multiplo de 3

e) impar
10
1028 (FGV-SP) ¥ [1?) 310k ok vale:
k =0
a) 5’ c) 619 e) 10°
b) 5% d) 6

1029

1030

1031

1032

1033

(UnB-DF) O coeficiente de x’ em
[2x + (x — 1)°) é:
2 (9
a) 0 c) X ( )
k= o\K
) 27 d) nenhuma dessas
C,..+
A expressao 1u,3p A0 ¢ igual a:
4
a)% c)5 e) 120
b) 3755' d) 35

(FGV-SP) Considere os algarismos 1,2, 3,4, 5
e 6. De quantos modos podemos permuta-
los, de modo que os algarismos Impares fi-
quem sempre em ordem crescente?

a) 60 c) 150 e) 240

b) 120 d) 181

(UFRN) Se o nimero de comBinagoes de
(n + 2) elementos 4 a 4 esta, para © numero
de combinagdes de n elementos 2 a 2, na
razdo de 14 para 3, entdo n vale:

a) 6 c) 10 e) 14

b) 8 d) 12

(Mack-SP) O nimero de formas de olito pes-
soas ocuparem duas salas distintas, deven-
do uma das salas conter exatamente trés

pessoas é:
a) 112 c) 160 e) 259
b) 144

d) 182
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Saita

Fichas, dedos e

pmég

algarismos indianos

Gerbert d’Aurillac foi um dos primeiros a difundir na Europa os alga-

riIsmos indo-arabicos

Tabela de calculo digital, tirada da Summa de arithmetica, geometrica,
proportioni et proportionalita (1494), de Luca Pacioli, verdadeiro
compéndio dos conhecimentos matematicos da época.

Durante a Alta Ida-
de Média (desde o sécu-
lo V, época da queda do
Império Romano, até o
século IX), os conheci-
mentos cientificos dos
autores ocidentais limi-
taram-se a aritmética
especulativa, derivada
principalmente da Intro-
ducdo aritmética, do
neopitagorico NicoOmaco
de Gerasa (século II), e
a uma aritmeética pratica
que nao se valia de cal-
culos escritos, e sim de
fichas. Tais fichas ti-
nham por ancesfrais,
atraves doscalculi roma-
nos, as pedrinhas utiliza-
das pelos gregos, no
tempo de Pitagoras, para
representar os numeros.



Durante muito tempo, o tinico rival do sistema de fi-
chas foi o calculo com os dedos, que no século VII Sao
Beda, o Veneravel, assim descreve em seu breve tratado,
Sobre o tempo:

“Quando alguém expressa 1, dobrando o dedo mi-
nimo da mao esquerda, deve levéa-lo até o meio da pal-
ma da mao. Quando alguém expressa 2, deve proceder
da mesma forma, dobrando o segundo dedo, seguinte
ao dedo minimo... Quando alguém expressa 10 vezes
100 mil, deve unir as duas maos, entrelacando os dedos
uns nos outros...”

[Esse calculo digital também foi praticado durante
muito tempo. Em uma das obras sobre Matematica mais
importantes da era moderna, a Summa de arithmetica,
geometrica, proportioni et proportionalita de Luca Pacioli
(Luca di Borgo), publicada em Veneza em 1494, ainda cons-
ta uma descri¢ao detalhada desse tipo de célculo.

Gerbert d’Aurillac (que em 1003 se tornou papa, ado-
tando o nome de Silvestre II) foi, ao que parece, um dos
primeiros a difundir na Europa o uso dos algarismos indo-
arabicos. Para tanto, valeu-se de um tipo de dbaco utiliza-
do pelos arabes da Espanha — um 4baco aperfeicoado,
com 27 colunas sobre as quais se deslocavam as pequenas
fichas feitas de chifre que indicavam, o mais das vezes, os
nove primeiros algarismos.

O triunfo do algoritmo

Em virtude da facilidade de calcular utilizando os al-
garismos indianos, os drabes, ja no século X ou mesmo
antes, comecaram a aperfeicoar seus métodos. Alguns
desses métodos, alias, nao se difundiram através de ma-
nuais de aritmética. Foi provavelmente durante uma de
suas inumeras viagens que Leonardo de Pisa, conhecido
como Fibonacci, veio a conhecer o método arabe chama-
do “das casas”. Inspirou-se nesse método para criar o seu
proprio, “em forma de tabuleiro de xadrez” — um conjun-
to de quadrados nos quais se inscrevem todos 0s niimeros
e onde se tracam diagonais. Esse método foi muito

difundido.



Flandrin. Roger-Viollet/Keystone

Bem no inicio da Renascenca, foi feita em Freiburg-
in-Breisgau uma gravura em madeira, que se tornaria cé-
lebre, representando a “Pérola filoséofica” (Margarita
philosophica, acima). A esquerda da gravura aparece um
cambista, que personifica Boécio, operando com algaris-
mos indo-arabicos e fitando com ar desdenhoso um de seus
colegas, que trabalha, um tanto encabulado, com um abaco.
Atréas deles, a Senhora Aritmética mostra claramente suas
preferéncias: até suas vestes estao cobertas de algarismos.

Nao haveria exemplo melhor do triunfo dos algaris-
mos no Ocidente medieval. Ainda assim, muito poucas
vezes 0 Ocidente reconheceu sua divida para com as civi-
lizacoes indiana e arabe, que lhe legaram, entre outras
coisas, esse notavel instrumento de trabalho.

(Adaptado de: ALLARD, André. In: O Correio da Unesco.
Rio de Janeiro, FGV, n. 1, ano 22, pp. 34-6.)



