3. Piramides

Consideremos um poligono convexo qualquer ABCDE, contido num plano o, e
um ponto, fora de o (V € o). Piramide pentagonal € o conjunto dos pontos de todos
0s segmentos que tém uma extremidade em V e a outra extremidade num ponto
desse poligono.

Elementos da pirdmide
Vértice: V
Base: poligono ABCDE
Faces laterais: VAB, VBC, VCD, VDE, VEA (sao triangulos)

Aresta laterais: VA, VB, VC, VD, VE

Altura (h): distancia entre o vértice V e o plano que contém a base ABCDE

Se no lugar do pentagono considerarmos qualquer outro poligono (triangulo,
quadrilatero, hexagono etc.), a piramide recebera o nome relativo a esse poligono.
Aqui estudaremos aquelas de base convexa.

Piramides sao exemplos de solidos geométricos.

Classificacdo
Uma piramide € regular quando a sua base € um poligono regular € a proje¢ao
ortogonal do vértice sobre o plano de base coincide com o centro O da base (centro
das circunferéncias inscrita e circunscrita).
Além disso, as piramides podem ser classificadas pelo nimero de arestas da base:

=

—
|
L
]

!

O
Piramide triangular Piraimide quadrangular Piramide pentagonal
regular (a base é um regular (a base é um regular (a base € um
tridngulo equilatero). quadrado). pentagono regular).

Uma pirimide de base triangular, portanto com quatro faces triangulares, € cha-
mada fetraedro. Esse tetraedro € considerado regular quando as quatro faces sao
triangulos eqiiilateros.
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Area da superficie total da pirdmide regular

m’: medida do ap6tema da base (segmento com extremos
no centro da base e no ponto médio de uma das ares-
tas da base)

m: medida do ap6tema da piramide regular (segmento que
liga o vértice ao ponto médio de uma aresta da base)

A,: area da superficie lateral
A,: area da superficie da base

A area da superficie total da piramide € calculada pela soma da area da superficie
da base com a area da superficie lateral:

A=+

Volume da pirdmide

O volume da piramide corresponde a %— do produto da area da base pela altura:

p—

= halts
Vim o A nl

Para compreender melhor
essa formula, observe que um pris-
ma triangular pode se decompor
em trés piramides triangulares de
mesmo volume. Portanto, o volu-
me de cada uma dessas piramides
€ igual a terca parte do volume do
prisma triangular. (Pode-se fazer
uma experiéncia cortando um pe-
daco de sabao.)
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1
Vpirﬁnﬂdc triangular 3 Vprisma triangular

I
Vpﬁmm: EHeORE g + (area da base X altura)

Consideremos uma piramide qualquer com a mesma altura 4 € a mesma area da
base de uma piramide triangular que, quando seccionadas por qualquer plano 3 para-
lelo ao plano o das suas bases, determinam seccoes S, € S,, com areas iguais.

Pelo Principio de Cavalieri, isso nos permite dizer que o volume dessa piramide
qualquer € igual ao dessa piramide triangular.

Vplrﬁmidc qualquer - Vpirimld: triangular

Resolvidos '
1 Um tetraedro reqular tem todas as arestas de me-
dida £ iguaisa 6 cm e altura h = % . Calcular:

a) medida do apoétema da base (m’)
©) medida do apotema da piramide (m)
c) area da superficie da base

d) area da superficie total

e) volume
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a) A base ¢ um triangulo equilatero de altura % A medidam’ e %— da medida da altura da
base:
_ A, 3
3 9
., _ 63
ot g
m = +/3

G é o baricentro do A)x‘«BC 03
apotema da base de um\Qtraedm reqular: m’ = e

©) No caso do tetraedro regular, m corresponde a medida da altura de cada tridngulo eqiilatero
que forma a superficie lateral:

m=—£ﬁ=—ﬁﬁ=3~1§
Q 9
m = 3v3 cm

L [ -l

/3

apdtema de um tetraedro regular: m = =5+

C) A base de um tetraedro regular € um triangulo equilatero:

1

"ﬁ"b = § (¢ - altura)
= 1fp. 2248

T ( 2 ]

(*VJ3
Ay = 1

6° - J3 3643 §
Ao ¥ - g 9V3 cm 4rea da base de ° /3 '

um tetraedro regular: A, =
Ay = 9v3 cm® - g 4
d) O tetraedro regular tem 4 tridngulos equilateros como faces:
A, = 4 x area do triangulo equilatero
i°V3
Py A ) area da superficie total de um
tetraedro regular:
A; = 1243 Egﬁg
A =
.ALT B 62'\!5 ;
ﬁ]- = 36& CITIE
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e) O volume € dado por:

V=xA,h

/s ibis *J3  LJ6 volume de um tetraedro regular:

3 4 3 BB
139 91649 12

12 19

I

V = 18V2 cm’

2 (UFPA) Uma pirédmide regular, cuja base € um

quadrado de diagonal 66 ¢cm e cuja altura é

igual a % do lado da base, tem area total igual a: d

a) 96+/3 cm® d) 8443 cm?
b) 252 cm?® e) 576 cm®
xc) 288 cm? t

diagonal do quadrado: d = V2 = 6J6 =1 V2 = [ =643 cm
0
readabase: A, =12 = A, =(6v3) =108 cm®

altura: h = %E = h=%'6~f§ = h = 4J3 cm

apdtema:mi=(m’)2 +h® = m® = (3‘@)9 + [4J§}Q =
= m= 5J3 cm
dreatotal: Ay = Ay + AL = o

=:ET=108+4-[%'6J§'51J§]=:- m-=§=£§:34§

= A; = 108 + 180 = 288 cm?

PTOPGS’IOS . a) medida do apétema da base
b) medida do apdtema da pirdmide
1138 Uma pirdmide triangular regular tem todas ~~ ©) drealateral
as arestas iguais a 12 cm. Determine: i ! d) gfﬂa da L'IJGSE
a) medida do apétema da base : ?; v’:]'z:éﬂ
b) medida do apdtema da pirdmide |
;; g:; td;tat';ase 1_:1-40 Uma pir@mide triangular regular tem aresta
e) volume da base a = 3 cm e altura h = 5 cm. Deter-

- mine o volume e a area da base.

1139 Uma pirdmide quadrangular regular tem 1141 Um tetraedro regular tem aresta a = 4 cm.
8 m de altura e 12 m de aresta da base. De- | Calcule a medida do apdtema da pirdmide
termine: e adrea total.

(GEOMETRIA ESPACIAL PIRAMIDES




Um tetraedro regular tem 15 cm de perime-

a) V1 d) V3
J2

tro na base. Determine a8 medida do b) V2,5 e)
apodtema e a area total do tetraedro. c) J1.5

Determine a drea da base, a drea total e 0

e (UFPA) A altura de um tetraedro regular €
volume de uma piré@mide quadrangular re-

42 cm. O apétema do tetraedro mede:

gular, com aresta da base a = 6 m e altura a) 4 cm d) 6 cm
h=4m. b) 3v2 cm e) 6v2 cm
c) 4v/3 cm

(UFRS) A érea total de um tetraedro regular
é V12, A sua aresta vale:

a) 1 c) V2

o) |3 d) 2

(Fuvest-SP) Qual a altura de uma pirémide
quadrangular que tem as 8 arestas iguais a

v27?

(Fuvest-SP) E dado um tetraedro regular
ABCD de aresta 1. Na aresta BC, toma-se um
ponto P de modo que PA + PD tenha o
menor valor possivel.

a) Qual o valor da razdo % ?

b) Calcule PA + PD.

Seccdo transversal da pirdmide

O poligono determinado pela intersecc¢ao da piramide com um plano paralelo a
sua base € chamado de secgdo transversal da piradmide. Observe que os poligonos

ABCDE e A B,C,D\E, sa0 semelhantes:

Considerando os planos o e } paralelos e as piramides VABCDE e VA B.€ D E ,
podemos dizer que os varios triangulos que se formam sao semelhantes entre si:

AAOB ~ AA, OB,
AAVB ~ AA VB,
AAOV ~ AA O,V

Logo, ha uma razao de semelhanga entre eles:

AO AB AV oV H
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Considerando que os poligonosABCDE eA B,C,D.E, sio semelhantes, podemos
dizer que a razdo entre as areas desses poligonos € igual ao quadrado da razao de
semelhanca entre eles:

=3 — o] ——

Area Ay h

A,B,C,D,E,

Ared.. .. _AB_(HT

1

As faces laterais das duas piramides sao formadas por triangulos ordenadamente

~ . H 5
semelhantes, sendo essa razao de semelhanga igual a h Portanto, a razao entre as
1

suas areas €:

—

ATCQ, 4 el B,C,D,E, Ay h

1

A razio entre os volumes das duas piramides € igual ao cubo da razao de seme-
lhanca entre elas:

Volume

Volume,, ;. B ﬂ [ H T
VA,B,C,D,E, p

Resolvidos

1 Determinar a altura de uma pirdmide cuja drea da base quadrangular € 64 cm?. Sabe-se que a area
da seccdo transversal obtida, a 6 cm da base, vale 16 cm®.

Considerando a figura, temos:

A, =64 cm% A, =16cm*h, =H -6

Portanto: .
A _ [i]

A h,

64 __ H

16 (H - 6)°

4(H—- 6y =H

OH—-12=H ou oH — 19 = —-H

H=12cm H = 4 cm (Ndo convém, pois h, > 0.)

A altura da piramide € 12 cm.
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1148 Uma pirdmide tem 7,5 cm de altura e

2 Qual ovolume de uma pirdmide de 6 cm de altura? Considere que essa pirdmide foi seccionada por
um plano paralelo & base, a 3 cm do Vértice, originando uma érea seccional de 45 cm®.

A razao de semelhanca é:

[ V,: volume da pirdmide maior
v, > [ﬁ"]a e H: altura da pin?mide maior
Vo \h h,: altura da pirdmide menor

‘ V_D: volume da pirdmide menor

VI
V., -ﬁ)S - Ab 1
45 ~ L'.?: 1

T o 3
V= - 45 -3 =45cm

V =458 = 360cm’

(Vunesp) Queremos seccionar uma pirdmi-
de quadrangular regular por um plano pa-
ralelo a base de modo a obter uma outra

Propostos

225 C”'!E de drea da base. A que distancia com < do volume da maior. Se a altura da
do vértice uma secgao transversal dessa pi- 3 _ '
4rea seja 36 cm?? H OH I3
a) 3 d) 3
1149 Determine a altura de uma pirdmide cuja &rea o) H3J3 oy 2H J3
da base é B dm®. Sabe-se que a seccao 3 9
transversal dessa pirdmide esté a 8 dm da ) H(3/3)
c
base e sua 4rea é % da 4rea da base. 3

(PUC-SP) Uma pirémide tem 10 dm? de ba-
se ¢ 2 m de altura. A distdncia da base a

i :
(PUC-RS) Uma secgado paralela a base feita a que se deve tracar um plano paralelo para

3 cm do vértice de uma pirédmide tem darea

i que a secgdo seja 1 da base ¢, aproxima-

igual a 3 da area da base. A altura da piré- 5

_ _ damente:
mide ¢, em centimetros, igual a: a) 1,041 m d) 1.341 m
a) 3V3 c) 26 e) V3 b) 1,106 m e) 1,204 m

b) 5 d) 243 c) 1,021 m

I'ronco de pirdmide

Denominamos fronco de pirdmide de bases pa-

ralelas a parte da piramide limitada pela base e por
uma secg¢ao transversal, qualquer, dessa piramide.
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Elementos do tronco de pirdmide

Base maior do tronco, de area B.

Base menor do tronco, de area b.

No tronco de piramide regular as bases sao poligonos regulares e semelhantes.
As faces laterais sao trapézios isosceles e congruentes.

a: apotema do tronco (€ a altura de uma das faces trapezoidais)

Altura do tronco (h): distancia entre as bases.

Volume do tronco de pirdamide

O volume V.. do tronco de piramide € obtido pela diferenca entre os volumes VA,B.GID,
eV AB.LC.D, das piramides:
V.=V =V

1
Vpy=7B-H-3 g[B-H—b(H-—h)]

v.r=%[B-H—bH+bh] =:>VT=%[(B—b)H+bh] (D

1
1 ZzDb-(H—-h) = V.=

Usando a propriedade da sec¢do transversal, podemos determinar o valor da
altura H em funcao dos parametros pedidos:

B _ H* : el e g2 . VB(H - h)* .
JB-H-h o
= H = JE — H i 'JB. i H . B — h"\-l'B =
r— — h+vB

Substituindo a equacao @ na equacao @, temos:

vT=%[(B—b)H+b-h]=:-vT=%[(B—b)J—h‘_/§JE+b-h]
V, =2 | -2=L_ .h/B+b-h|=v —1[J— ) hvB + b - h]
T 3&_\1’5 T_S(B‘I'N/E

Considerando:
B-b _ (B-b) (VB +b) _, _B-b
VB -vb (VB -vb) (VB +vb) ~ VB — b

"B
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Resolvidos

1 Determinar o volume de um tronco de pirdmide que tem 9 dm de altura e bases quadradas de
lados 4 dm e 3 dm.

Area da base maior:
=4dm - 4dm = 16dm®

Area da base menor:
b=3dm-3dm
b=9dm*

O volume do tronco de pirdmide ¢ dado por:

V=%h{a+,fﬂ-b+b)
v=1.9(16 + JT6-9 +9)

V

111 dm?

2 Um reservatério tem a forma de um tronco de piramide hexagonal regular. Sabendo que a altura
do tronco vale 6 m e as arestas das bases medem 2 m e 4 m, determinar o seu volume.

Area da base maior:

. 02
B = S EQ V3 (hexagono regular)
g 324° 3
Q
B = 243 m®

Area da base menor:

’
o= A ;ri (hexagono regular)
~3-92..3
o= -,
b = 643 m®

O volume do tronco da piramide ¢ dado por:

V=1h(8+ B +b)
V=%~6(94J§+JQ4J§*&J§+6J§)

V =9 (9443 + 19V3 + 643)
V = 843 m?
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Propostos

1153

1154

1155

=3

Determine a altura de um tronco de pirdmi-
de de bases quadradas, sabendo que as
bases tém arestas 1 dm e 2 dm, e o volume
do tronco é de 15 dm?.

Um tronco de pirédmide hexagonal regular
tem aresta da base maior com 4 cm e altura
5 cm. Determine o volume desse tronco,
sabendo que a pirdmide que o originou
tem 10 cm de altura.

(Mack-SP) Qual o volume de um tronco de
piramide quadrangular reqular, se os lados
das bases medem 10 cm e 4 cm e a altura
mede 4 cm?

a) 205 cm?® d) 208 cm?
b) 206 cm? e) 209 cm?®
c) 207 cm?®

Um reservatdrio € construido para receber
208 m* de determinado produto. Para faci-
litar 0 escoamento, o formato do reservaté-
rio € de um tronco de pirémide.
Determine a altura do reservatério, saben-
do que as bases quadradas tém perimetros
16 me 48 m.

Cilindros

(PUC-SP) Um tronco de piréamide de bases
quadradas tem 21 dm?® de volume, 30 cm
de altura, 40 cm no lado do quadrado da
base maior. Entdo, o lado do quadrado de
base menor mede:

a) 8cm
b) 6 cm
c) 10 cm
d) 12 cm
e) 14 cm

(ITA-SP) Dentro de um tronco de pirdmide
quadrangular regular, considera-se uma pi-
rémide regular cuja base ¢ a base maior do
tronco e cujo vértice é o centro da base
menor do tronco. As arestas das bases me-
dem a centimetros e 2a centimetros. As
dreas laterais do tronco e da pirdmide sdo
iguais. A altura (em centimetros) do tronco
mede:

a3 aV35
8) 75 9o
av35 a7
o) =i &) 5
av3
RN

Sejam R um circulo contido num plano B e XY um segmento de uma reta s concor-
rente com . Denominamos cilindro o conjunto dos pontos dos segmentos paralelos e
congruentes a XY que tém uma extremidade em R e que estio num mesmo Semi-
espaco determinado por 3. .
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Elementos do cilindro
Bases: sao os circulos de centros O e O’ e raios de medida .

Geratriz: € todo segmento paralelo a OO’ e com extremos nas circunferéncias
das bases; indicaremos sua medida por g.

Altura (h): distincia entre os planos das bases.
Cilindros sao exemplos de solidos geometricos.

Classificacdo
O cilindro circular pode ser classificado como obliquo ou reto, conforme a po-
sicao de uma geratriz em relagao aos planos das bases.

Cilindro circular obliquo Cilindro circular reto

As geratrizes sao As geratrizes sao
obliquas a base. perpendiculares a base.

Cilindro circular reto

Cilindro circular reto ou de revolugdo € um soélido gerado pela rotacao de 360°
de um retangulo OABO’ em torno de um eixo que contém um de seus lados.

b

oy T —
h

O (RN

Y eixo
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» No cilindro circular reto a medida da geratriz € igual a altura.

» A secgdo transversal, produzida pela intersec¢ao de um cilindro com um plano
paralelo as bases, € circular.

» A seccdo meridiana, produzida pela interseccao de um cilindro circular reto
com um plano que contém o €eixo, € um retangulo.

a &
h=g
No cilindro reto, a secgiao No cilindro reto eqiiilatero, a
meridiana é um retdngulo. seccdo meridiana € um quadrado.

Area da base de um cilindro reto
As bases sao0 circulares. Portanto:

Ab:nrz . |

Area da superficie lateral de um cilindro reto

Neste caso, a area da superficie lateral € igual a area de um retangulo. Assim:

|A,_=21tr-h |
48
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Area da superficie total
A superficie total compreende a superficie da base e a superficie lateral. Logo:

2nr -

Ar=2-A, +A
A,=2-(nr®)+ 2nrrh)

‘A.r=2:r|:r(h+r) |

L .k K K _E & N N & ]
. A .

Volume de um cilindro

O volume de um cilindro é determinado pelo produto da area da base pela medi-
da da altura:

V=A h

V=mnr’"h

Essa formula pode ser melhor compreendida se calculamos o volume de um
cilindro circular que tem altura 4 e raio da base r.

Considere um plano o qualquer, tracado paralelamente ao plano B, que determi-
na, no cilindro e no prisma, secgoes transversais S, € S, com areas respectivamente

iguais as de suas bases:
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Se o cilindro e o prisma t€m secgOes transversais S, € S, com areas iguais, pode-
mos usar o Principio de Cavalieri e afirmar que o volume do cilindro é igual ao volu-
me do prisma.

Vr.:ﬂindm = 1""eru-i.m:m

vcﬂindm = area da base - altura

Como a base do cilindro é um circulo de irea &t r*, temos:

Voo =2 h

cilin

Exemplo:

Conhecendo a altura de um cilindro reto h = 13 cm e a medida do raio da
base r = 5 cm, podemos calcular a sua area total € o seu volume, substituin-
do esses valores na respectiva formula:

A.=2nrCh+r1) V=n-r*-h

A,=2'1-5-(13+5) V=xn-:5%:13

A, = 180m cm’ V = 3251 cm’
Resolvidos

1 Num cilindro reto, o raio da base mede 4 cm e a altura, 10 cm. Calcular:
g) drea da base
b) érea lateral
c) drea total
d) volume

a) A area da base corresponde a area do circulo:
A, = ;r[r'“"fzaAU =1 4E="An = 16 cm*

o) A area lateral € dada por:
A=%r-h=A =914 -10=A =80rcm’

c) A darea total é dada por:
A=2-A +A =A=216m + 80n= A, = 112n cm®

d) O volume é dado por:

V=g -h=V=n-42-10=V = 160t cm?
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2 Se num cilindro eqildtero o volume é 16r cm?, determinar:

a) a medida do raio da base
b) a altura
c) a drea total

* A seccdo meridiana do cilindro eqildtero corresponde a um quadrado.

e Num cilindro equilétero, a medida da geratriz € igual ao didmetro das bases, ou seja: § = h = or.

a) a medida do raio pode ser obtida por:

V=nr-h=2V=ar - r=V=9r

1rfnn=ﬁnr3=:-r3=%:ar=2cm

b) A altura ¢ o dobro do raio:
h=%=2h=92 - 2=an=4cm

c) A area total ¢ dada por:

Onr(h + 1)

A.=2rr(Zr+r)

A =6nr=>A =6m* = A = 24ncm’

>
I

Propostos 1163

1159 A altura hde umcilindroretoé 6 me oraio
r da base mede 2 m. Determine:
a) area da base 1164
b) area lateral
c) area total
d) volume

1165
1160 O raio da base de um cilindro reto mede

3 cm e a altura, @ cm. Determine:

-
- — —--.-.__‘.‘

Volume do cilindro equilatero:
V=29nr

Area total do cilindro equilétero:
A = 6mr

Determine a drea total e o volume de um
cilindro cujo raio da base mede 2 cm e cuja
altura mede 7 cm.

Para projetar um reservatorio cilindrico de
volume 81 m’, dispbe-se de uma érea cir-
cular de 6 m de didmetro. Qual deve ser
sua altura, considerando t = 3,147

(UFV-MG) Para se construir uma lata cilindri-
ca de base circular, sem tampa, com 20 cm
de didmetro na base e 25 cm de altura, séo

a) area total ©) volume gastos x cm? de material. O valor de x é:
a) 400xn d) 700m
1161 Se um cilindro equildtero tem volume b) 600r e) 500
V = 541 dm?® dé o valor de: c) 300m
a) medida do raio da base
b) altura 1166 (PUC-RS) Dois cilindros, um de altura 4 e

c) area total

1162 O raio da base de um cilindro equilétero
mede 6 cm. Determine:
a) altura
b) area total
c) volume

CILNDROS @

outro de altura 6, tém para perimetro de
suas bases 6 e 4, respectivamente. Se 'V, €
o volume do primeiro e V, o volume do
sequndo, entdo:

aV,=V, d) 2V, =3V,
)V, =2V, e)2V, =V,
aV,=3V,
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(UFSC) Uma panela caseira tem a forma de
um cilindro; sua altura € 15 cm e o didme-
tro, 20 cm. Deve-se enché-la com cubos
de gelo de 2 cm de aresta, de tal forma
que ndo transborde ao derreter o gelo. A
quantidade maxima de cubos de gelo ne-
cessdria € aproximadamente:

a) 985 d) 598
b) 859 e) 895
c) 589

(Unicamp-SP) Um copo cilindrico tem al-

de altura 2h e base de raio -25- ? Explique
por qué.

(FGV) Um produto ¢ embalado em reci-
pientes com formato de cilindros retos. O
cilindro A tem altura 20 cm e raio da base
5 c¢m. O cilindro B tem altura 10 cm e raio
da base 10 cm.

a) Em qual das duas embalagens gasta-se

menos material?
b) O produto embalado no cilindro A é

vendido a R$ 4,00 a unidade; o cilin-
dro B, a R$ 7,00 a unidade. Para o con-
sumidor, qual a embalagem mais van-
tajosa?

tura h e base de raio r. A quantidade de
dgua necessaria para encher esse copo dei-
xaria incompleto, encheria sem transtoordar
ou faria transbordar outro copo cilindrico

5. Cones

Se R é um circulo contido num plano B e V é um ponto fora de B (V € B), deno-
minamos cone o conjunto dos pontos de todos os segmentos que tém uma extremi-
dade em V e a outra extremidade num ponto de R.

Vv

Elementos do cone .
Veértice: V
Base: regiao circular de raio de medida » e centro O.

Geratrizes: os segmentos com extremidades no vértice e na circunferéncia da
base; indicaremos sua medida por g.

Altura (h): distancia entre o vértice e o plano da base.
Cones sao exemplos de solidos geométricos.

O cone circular pode ser classificado como obliguo ou reto, conforme a posi¢ao
da reta VO que une o vértice ao centro da base.
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Cone circular obliquo Cone circular reto

VO é obliqua a base. VO é perpendicular a base.

Cone circular reto

Cone circular refo ou de revolugdo € um solido gerado pela rotacdo de 360° de
um triangulo retangulo VOA, em torno de um eixo que contém um de seus catetos.

> No cone reto, as geratrizes sao congruentes.

» A seccdo transversal, produzida pela interseccao de um cone com um plano
paralelo a base, € circular. '

Cones (GEOMETRIA ESPACIAL




» A seccdo meridiana, produzida pela intersec¢ao de um cone circular com um
plano que contém o eixo, € um triangulo.

eixo

No cone reto, a secgiao
meridiana é um triangulo
isosceles.

No cone eqiiilatero, a
sec¢do meridiana € um
triangulo equilatero.

Area da base de um cone reto

A base é circular. Portanto: A, =T r.

Area da superficie lateral de um cone reto
Nesse caso, a area da superficie lateral € igual a area de um setor circular:

A = area de um setor circular V

comprimento do arco X raio
2

_2nrg
= 1 A =nrg
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Area da superficie total

A superficie total compreende a base e a superficie lateral. Assim:

Ap =4y TA

A, =nr’+ mrg

‘ Ay =Rr(r+g) l

Volume de um cone

' 2 ; 1 2
O volume do cone circular € determinado por — do produto entre a area da base

e a altura. 5

=X
Vo niky b

Para compreender melhor essa formula, basta observar o calculo do volume de
um cone circular de altura A e raio da base r.

Se considerarmos dois solidos (um cone € uma pirimide) com mesma altura e
bases de areas iguais, contidas no plano o, de tal forma que um plano B qualquer
tracado paralelamente a o determine nos dois solidos secgoes transversais S, € S,
com areas iguais, teremos:

Segundo o Principio de Cavalieri, podemos dizer que o volume do cone € igual
ao volume da piramide. Assim:

=V = ¥ =lﬁreadaba5c><altum = ¥V =%:ﬂ:r2-h

cone piramide cone 3 cone
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Resolvidos

1 Para um cone reto que tem geratriz g com 5 cm e raio r da base com 3 cm, calcular:

a) drea lateral d) altura
b) drea da base e) volume
c) area total

a) A drea lateral é calculada assim:
A=nrg=A=n3'5=A =15ncm’

b) A drea da base e:
1"*.b=1r1:r9=:-,'=s.o-—~rl:3'i=:w'-"\t)=";*1rt+c:r‘rfE

c) A drea total € obtida por:

A=A+ A A =nr(r+g)
A, =9 + 15m o - A =m3(3+5)
A, = 24r cm” A, = 24m cm’ i
d) A altura pode ser obtida do tridngulo retangulo formado por: \
S'l' = h? 4 ®
E
h=y32 —rf = h=+57—3% = h=4cm )
e) O volume é dado por:
Vzlan'*hznVZlnﬁ*#::V:19ncm3 :L, , =

3 3

2 Sabendo que num cone equilatero o raio da base mede +/3 c¢m, determine:
a) drea total b) altura c) volume

* A seccdo meridiana de um cone eqiilatero € um triangulo equilatero.
» Num cone equildtero, o didmetro da base é igual a geratriz, ou g = 2r.

a) A drea total ¢ dada por:

A.=nr(r+9)
A =mr(r+2n *
A, = 3nr? ~ Area total do cone equilatero

ﬁa; - 3(v3) = A; = 9t cm?

b) A altura do cone equildtero é a de um triangulo equilatero. Portanto:

K
h= Q
_9r - J3
i
h=r3 ~ Altura do cone equiiltero

h=vV3: 43 = h=3cm

¢) O volume do cone equiltero é obtido assim:
‘x.*':a%:rrE ‘h = V=%E(J§)E-3 = V =3 cm®

(GEOMETRIA ESPACIAL Cones




Propostos

1170 Para um cone retocomg = 10 cm e
r= 6 cm, calcule:
a) drea lateral
b) area da base
c) drea total
d) altura
e) volume

1171 Conhecendo a medida do raior = 6 dm
de um cone eqlilétero, obtenha:
a) darea total
b) altura
c) volume

1172 Calcule a érea total e o volume de um cone
reto cujo raio da base mede 8 m e que
tem 10 m de geratriz.

1173 Determine a 4rea total € o volume de um
cone reto que possui raio da base com
3 cm e altura de 4 cm.

Calcule a medida da geratriz do cone eqii-
latero cuja érea lateral ¢ 8m dm?.

Determine o volume e a érea total de um
cone que tem 8 cm de altura e 6 cm de
raio da base.

(UFSC) No tridngulo ABC, med (AC) = 3v3

e med (ACB) = % rad. Calcule o volume
gerado pela rotagéo do triangulo ABC em

tomo do eixo AB.

On 81n
a) 3 d) 38
81n 81n
D4 9
On
C:l T

(Fatec) A altura de um cone circular reto
mede o triplo da medida do raio da base.
Se o comprimento da circunferéncia des-
sa base € 8n cm, entdo o volume do cone,
em centimetros clbicos, é:

a) 64t b) 48n c) 32n d) 16n e) 8n

(Fuvest-SP) O diametro da base de um
cone € igual a geratriz. A razdo da érea to-
tal para a érea lateral do cone é:

3 1 2 3 J9
a}g ':::Jg cJ3 d}4 e)—3-

(PUC-RS) Num cone de revolugao, a drea
da base é 36n m* e a drea total € 96m m®. A
altura do cone, em metros, ¢ igual a:

a4 b6 ¢c)8 d)10 e)19

Tronco de cone

Denominamos fronco de cone de bases paralelas a parte do cone circular reto
limitada pela base e por uma sec¢ao transversal qualquer desse cone.

Elementos do tronco de cone

Base do cone que deu origem ao tronco com raio de medida R.
Base originada pela seccao transversal do cone,com raio de medida .

CONES

<
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Geratriz do tronco: todo segmento com uma extremidade em cada base contido
numa geratriz do cone que deu origem ao tronco; indicaremos sua medida por g.

A seccao meridiana € determinada pela interseccdo do cone com um plano que
contenha a reta OO’.
Essa sec¢ao meridiana € um trapé€zio de lados g e bases 2r e 2R.

g =hd@—iy

Altura do tronco (h): distancia entre as bases

Volume do tronco de cone circular reto

Consideremos um tronco de piramide de altura 4 e bases com areas B ¢ b € um
tronco de cone de altura h e bases com areas § € s, de tal formaque B =Seb = s.
Assim, temos:

ll' iis i‘hi’l -"-i " II ) 2 " E
e IR s
TR e

- s b _|:_ B i 4
wad ) » s ‘I"
e ' 3
. R
Ay

N\ ' .!'_

Logo, podemos dizer que o volume do tronco de cone € igual ao volume do
tronco de piramide.

vu"um:u de cone = Vuunm de pirimide .

h h
vtmm:ﬂd:cnnc =§[B+-\JB‘|} +h] = V!mnmdcmne =§‘[S+-JS "8 +5]

Ou;

V; %[ERZ + /nR? - mr? +n:r3] =y A =%[1:R2 + Rr + mr?)

-

VT=1T:%[R2+Rr+r2]
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Razado de semelbanca

Ao seccionarmos um cone de volume V. com um plano paralelo a base, obte-
mos também um cone de volume V_, limitado pelo vértice e pela area de secgao.
Esses cones sao semelhantes e:

v

« a razao de semelhanca entre eles € i

—

Resolvidos

1 Um reservatério suspenso tem a forma de um tronco de cone e foi gerado pela rotaggo comple-
ta de um trapézio retdngulo em tomo de um eixo t, como mostra a figura. Determinar © volume

desse reservatério.

R = 12 — raio da base maior
r = 3 — raio da base menor
h = 6 — altura do reservatorio t

= b
- 12 "
-------- i . i i i B W ]
h=6
---------------------- 1—3—l-l
Dy
exo
Célculo das dreas das superficies das bases: Célculo do volume do tronco de cone:
: h B
Base maior Base menor Vivonco = 3 S JS s + 5]
S=mnR s=n 6T
— 1 198 et 3 Viciics = 3 | 1447 + J144xw - O + ‘;‘n]
S = 1441 m® s = Onrm? Viyorco = 2 [1447 + 361 + 97]
= 3
ronco = 3781 M
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2 Um recipiente metélico tinha a forma de um cone circular reto de altura 45 cm. Foi cortado de tal
forma, que a seccao resultante tem raio medindo re ficou paralela a base de raio R medindo 9 cm.
Determinar o volume do tronco de cone resultante, sabendo que a parte do cone retirada tem
10 cm de altura.

PE . . R T - R A - S . D S TR T . -

O cone menor (parte subtraida) é semelhante ao cone maior (cone original). Portanto, podemos
estabelecer a sequinte razdo de semelhanga:

5 r 1
=3 e ieg =} —_— 0 — r —_ Q

[
=g 9~ 45

Como o volume do tronco de cone pode ser obtido pela diferenca entre o volume do cone
maior ¢ o volume do cone menor, temaos:

W s S W ™ W
Yeonco ™ ‘gﬂi R® — -r—;rr rr

Vienso = %E_} n9* = 1—:? n 9F

Viorcs = 3'!5345“ - 4_?‘ =V, = 31‘5251{{[“3

O volume do tronco também pode ser calculado assim:

1

‘u’=~3-hn(R9+Rr+rg) :
v=%35n(9‘3‘-‘+9+9+9ﬂ) =5 U=§-@~3Q§E~crn3
Propostos

1180 Um reservatério conico de eixo vertical foi construido com o vértice para baixo. Por medida de
seguranca, foi abastecido até a metade de sua altura com 150 € de liquido. Quantos litros seriam
necessarios para completar o reservatorio?

'
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1181

1182

1183

1184

Um cone circular reto de altura 15 m é cor-
tado, de tal forma que a seccgdo transversal
resultante ¢é paralela a base e tem raio r.
Sabendo que a base do cone tem raio
R = 10 m, determine o volume do tronco
de cone.

Calcule o volume de um tronco de cone que
foi originado pelo giro completo de um
trapézio em tomo de um eixo, como mos-
tra a figura:

s

. 19 .

]

4>

eixo

(UCMG) A érea lateral de um tronco de cone
circular reto de altura 4 cm, raio maior 8 cm
e raio menor 5 cm é, em centimetros qua-
drados, igual a:

a) 45m

b) 55n

c) 65m

d) 75n

e) 85m

(PUC-SP) Um cone reto cuja geratriz mede
15¢cm e o raio da base mede 9 cm, € inter-
ceptado por um plano paralelo & base, dis-
tando 4 cm de seu Vértice. O volume do
tronco de cone obtido dessa interseccao
€, em centimetros cubicos:

a) 246m

b) 312n

C) 324n

d) 348n

e) 421

1185 (Vunesp) Cortando um cone reto com um

. plano paralelo a base e distante h da ba-

2

. se, onde h ¢ a altura do cone, obtemos um

circulo de drea A. O volume V do cone é
1qual a:

aJ%Ah c) Ah e) = Ah

Q 4
D) iﬁh d) gﬁ\l‘:

186 (Fuvest-SP) As bases de um tronco de cone

circular reto sdo circulos de raios 6 cm e
3 c¢m. Sabendo que a érea lateral do tronco
¢ igual @ soma das dreas das bases, calcule:
a) altura do tronco de cone

b) volume do tronco de cone

1187 (UFBA) O cone representado tem 16 cm de

altura e base com 12 ¢cm de raio, sendo d a
distdncia do vértice a um plano o paralelo

. a base. Para que as duas partes do cone

separadas pelo plano o tenham volumes
Iguais, d deve ser igual a:

" a)8 ¥4 cm d) 10 cm
b) 8 ¥2 cm e) 12 cm
c) 8cm

1188 (Fuvest-SP) A altura de um cone circular reto

€ H. Seja oo um plano que é paralelo a base
e que divide o cone em dois solidos de
mesmo volume. Calcule a distdncia entre o
e o plano da base do cone.

1189 (Unirio-RJ) e
: 2cm |
L ]
6cm
3cm
b - !
I.. -‘: *
3cm

O volume do sélido gerado pela rotacdo
completa da figura acima, em torno do eixo

| e, ¢, emcm?:
a) 38mn c) 99r e) 198rn
b) 54n d) 112=n
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