Area de um tridngulo

A area de um triangulo ABC, cujos vértices sao 0s pontos A(X,, Y,), B(x,, vy €
C(x_,Yp), pode ser calculada da seguinte forma:

i Xp Ya 1

ﬁrea=§-‘Dl,ﬂnde D=|X%X3 ¥p 1

X¢ Ye 1

R4
A
r
1 Xpo Ya 1
ou Area=—| %z ys 1 C
2 @

X¢ Ye 1

Exemplo:

A irea do tridngulo ABC, dados A(2, 1), B3, 2) € C(4, 0), é determinada
substituindo as coordenadas dos vértices A, B e C no determinante.

> B /7y | 251
Area=—%- Xo =¥ AR % S |
ey 4 01

Calculando o determinante:
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| tridngulo, cuja area vale 4 unidades de érea.
Substituindo as coordenadas dos vértices, temos:

; Xa Ya 1 ; T yau 1
= i’ X8 Y8 1 = E Q -1 1
Xc Ye 1 4 ) i I

Resolvendo o determinante:

D=9 -1 = D=9y, +4

4 =1=8y, =14y 2
| - Considerando o valor da érea igual a 4, temos:
| AIEE=-;—IE}’A+4‘ = 4=%‘2}'A+4| = 4=|yh+gi

- Na expresséo (y, + 2), devemos considerar os valores positivo e negativo. Entdo:

| 4=yh+2——-—-yh=9—" A(‘];Q)
| 4=¢(v,ﬂ+9)< ou

4=_Yﬁ_2_-'?ﬁ=_&_hﬁ{1’"6)

Observando a representacdo gréfica, perce- '
- bemos que o vértice A pode pertencer ao
1% ou 4° quadrantes e a 4rea permanecer com
4 unidades de é&rea. i
o —
l
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- Dados os vértices A1, y,), B(2, —1) e C(4, 1), determinar a ordenada y, do vértice A de um



2 (Mack-SP) A érea do tridngulo determinada pelaretay = x,x =4ex +y -2 =0¢:

a) 4 b) 6 Xc)9

d) 12

e) 16

Os vértices dos tridngulos sdo obtidos pela intersecgdo das retas.

e Chamamos de vertice A a intersecgao entre:

X = 4
¥=X
Resolvendo o sistema, temos A4, 4).

e Chamamos de vértice B a intersecgao entre:

X =4
X+y=2=0

Resolvendo o sistema, temos B(4, —2).

I-‘r"= —Q

e Chamamos de vértice C a intersecgdo entre:

y =X
X+y—92=0——-=ex=1ley=1
Resolvendo o sistema, temos C(1, 1).

Portanto, a drea do tridngulo € daqa por:

4 41
1 1
AJea=—9~ 4 -2 1| = Area=§
S
- Propostos

1362

1363

~ dades de érea e os vértices sdo A(1, v,),

1364

~ vértices desse tridngulo cuja area vale

1365

RETA

Determine a drea dos tridngulos cujos vér-
tices tém as seguintes coordenadas:

a) A(1, 2), B(O, 1) e C(4, 5)

b) D4, 3), EO, 7) e F(2, 1)

c) G(3, —3), HEZ, -1 el 2)
d) J(, =3), L(1, 2) e M(4, 2)

Determine a ordenada y, de um dos vérti-
ces do tridngulo ABC cuja érea vale 8 uni-

B(2, 0)e C(3, 4.

Dados os vértices A(8, 3), B(x,, 7) e
C(2, 1), determine a abscissa x; de um dos

32 unidades de éarea.

(UFPA) A érea de um tridngulo € 12. Dois de
seus vértices sdo (—1, —2) e (2, 3). Saben-
do-se que o terceiro vértice estd sobre reta
o + y = 2, suas coordenadas podem ser:

‘ _13i = Area = 9 (unidades de 4rea)

(10 91 )
A Sy B =1,4
i A
_13 48 o AT
b)k11‘11; E)(‘I‘i"l‘I]
(17 44)
G\T5s,

(UFRGS) O ponto A de intersecgao das re-
tasx —y—4=0ex+y+2=0eo0s
pontos B e C de intersecgdo das mesmas
retas com O eixo dos x sdo vérices do
tridngulo ABC de érea:

a1l bé 9 d)12

(FGV-SP) A érea do paralelogramo defini-
dopelasretasy = 2x =0,y -2 —-2=0,
x=0ex=2é:
a2 b4

e) 18

)16 d)1 e8

(UFMT) As retas de equagdes y = 2X,

y = %e X = 4 determinam um tridngulo

Cuja érea é:

a)8 b)10 )12 d)16 e)18
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(UFU-MG) Considerando o gréfico abaixo,

podemos afirmar que a drea do AABC (tri-
angulo ABC) é:

(UFMG) A érea de um quadrado que tem
A=(48eB = (-2 2 como vértices
opostos é:

a) 6 a) 36 d) 16
b) 20 e) 19
°) 9 c) 18

c) 12
d) 13

(Fuvest-SP) Uma reta de coeficiente angular
e) 18

m < 0 passa pelo ponto P = (1, 2).

a) Escreva aequagdo daretaparam= —1.

b) Calcule m de modo que a reta forme
com os eixos um tridngulo de érea 4.

3. Circunferéncia

Equacdo reduzida da circunferéncia

Considerando uma circunferéncia A, de raio » e centro C(x., Y num plano a,
podemos obter a sua equacgao reduzida.

O
- p—
H_-—.......__

Se um ponto qualquer P(x,y) pertencer a circunferéncia, entio:
Ape = 1

Vx —xc) +(y —ye) =

-

(x — x.)* + (y — y.)* = r, onde x_ e y,. sd0 as coordenadas
do centro e r €R’, é a medida do raio.

» Com “circunferéncia de raio »” queremos dizer “circunferéncia com raios de
medida »”.
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as0lvidos

M x=3F+y+1P=4

Comparando as equagdes (x. xc?’ - (y o ycg 5

(xr—- 3+ (y.+ 1')* =i4%]
temos:x. = 3;y, = —lef=4=3r=2
portanto, r = 2e C(3, —1)

Determinar a equagdo reduzida da circunferéncia
que tem o centro sobre a origem e raio igual a:

a)r

b) 6

Calcular o raio e o centro da circunferéncia, cuja equagdo reduzida é:

— o< c—crcCilc ol

a) O centro estd sobre a origem C(0, 0) e o raio € r, entdo:
=Y Hiy =l =
—0+(y—-0fF=r
X2 +yt =1
b) O centro é C(0, 0) e o raio r = 6, portanto:
=Xty -y =
(x = 0¥ + (y — 0)* = 6°
¥ +y2 =36

CIRCUNFERENCIA .




3 (Mack-SP) Sabendo que o segmento de extremidades P(2, 8) e Q(4, 0) ¢ didmetro de uma circun-

feréncia, determinar a equagdo dessa circunferéncia.

Se um didmetro da circunferéncia tem extremidades em Pe Q, o ponto médio de ﬁ representa

o centro C(x., ¥.) da circunferéncia.

I{::xp‘;}{a=g;4=3

r C(3, 4)
_5’?+5’ﬂ=8+0=4
e =9 )

A

O raio é obtido pelo célculo da distdncia entre o centro C(3, 4) e um dos extremos

P(2, 8).

i J(KP

= %) + (Vo =¥l = r=y@-3" +(8-4) =r=JT7

Substituindo os valores de C(3, 4) e o raior = /17 na equacdo reduzida da circunferéncia, temos:

(X=X R+ -y =" = (x=3F+y—4F= (J77) =

- Propostos

131!

Determine a equacdo reduzida da circun-
feréncia que tem raio re centro C, em cada

- Caso:

1373

1374
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a)r=3eC(3,3)
b)r=1eC(,1)
cr=1eC(-3, -2
dr=3eC(1,92
e)r=3eC(0,0)

_ 12
f) o= ‘Iu:z:':Z(3 3]

Calcule o raio e o centro das circunferéncias
com as seguintes equagdes reduzidas:

a)(x+ 2%+ (y+2°2=295
Y(x—=3)P+(y+1)°2=9
AX=1+y+2°%=9
A X+3+y+22=1
) (Xx— 9+ (y+2°%=75
Dx+12+(y—-2°%=4

g) X2 +y =16
h) x* + y* = 95
Determine o ponto em que a circunferén-

cia(A)(x+ 2% + (y— 2)* = 4 intercepta o
eixo Oy.

%375

e (x+ P+ (y— 4P =

1376

1377

(x—32+(y—4)°2=17

Determine © ponto em que a circunferén-
95 intercepta
0 eixo Ox.

(Unifor-CE) O centro e o raio de uma
circunferéncia de equagéo

(x — 2% + (y — 3)? = 4 sdo, respectiva-
mente:

a)(4,9e?

b) (-2, —-3)e?

c) (2 3)e4

d) (—2, —3)e4

e) (2 3)e?

(PUC-RS) O ponto P(—3, b) pertence a cir-
cunferéncia de centro C(0, 3)eraior = 5.

. Quais os valores de b?
a) —14e20 d) =7e
b) —20e 14 e) 7a—1
c)8e?

(Mack-SP) A equagdo da circunferéncia de
centro no ponto médio do segmento de
extremos A(—1,8)eB(7, —2)eraio 5 é:

a)(x—3¥+(y—-3°%=95
b) (x — 42 + (y — 5)% = 95
) (x—=3P¥+(y—3F=5
d)(x—42+(y—=5°2=5
e) (x+ 32+ (y+3)=295
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(UFBA) Sendo M(—5, 0) e N(1, 0), a equa-
¢do da circunferéncia abaixo é:

(FEI-SP) Encontre a equacéo da circunferén-
cia que passa pelo ponto A(1, 1) com cen-
tro C(2, 1).

4

(UFES) A circunferéncia que passa pelos
pontos (5, 3), (6, 2)e (3, —1)tem centro e
raio, respectivamente:

a)(1,4)e5
b) (4, —1)e V5
c) (1,4)e5
d) 4, 1)e5
e) (4, e 5

A (x+2°%+y*=9
b) (x — 2% +y*=9
)X+ (y—2F=9
dx=2F+y =4
e) X +y'=4

(UFMG) Determine a equagdo da circunfe-
réncia na qual os pontos A = (2, —J/3)e
B = (0, V3) séo diametralmente opostos.

Equacdo geral da circunferéncia

A partir da equagio reduzida de uma circunferéncia A, de raio r e centro C(x, y,),
podemos chegar a equagao geral da circunferéncia. Veja:

-x)V+y-y)=r
X - 2xx. +xi 4+ v — 2yy # Y~ £ =0

X+ -—2X -2yt &+ —H =0
F

Na equacao geral da circunferéncia:

* o termo independente € F = xé + Yg =1

s oraio ér = /x2 + y2 — F,sendor >0
* a equacao geral da circunferéncia € do 2° grauemx e emy

» 0s coeficientes de x* e y* sdo iguais e diferentes de zero
* ndo apresenta o termo Xy, isto é, podemos considerar que o seu coeficiente € zero

Exemplos:

a) x* + y? + 4x — 242y — 19 = 0 representa a circunferéncia de centro
C(-2, ¥2) e raio 5

b) x* + y* — 10x — 96 = 0 representa a circunferéncia de centro C(5,0) e

5%

raio 11

CIRCUNFERENCIA GEOMETRIA ANALITICA




Resolvido

1I.l

1 Calcular o raio re o centro da circunferéncia, cuja equagdo geral é:

AX+yY —%—%+1=0

a) Comparando as equagodes, temos:

- = - N il

concluindo:r=1eC(1, 1)

Propostos

1383 Determine, se existir, © raio e o centro da
circunferéncia, em cada caso:
X +y=x=-y+1=0
b)x?+y9+9x—y——1=0
)3+ -90=0
d) 2 +2° +8y =0
e) D+ +8x+8y+16=0
f)3x* +3y*—18x — 18y + 27 =0

1384 |dentifique se as equagdes a seguir repre-
sentam uma circunferéncia. Em caso positi-
vo, dé o raio e o centro de cada uma.

A X +y—-%—-9% =0
) x*+y' —8x—8y+24=0
A3 +3V—xy+1=0
d)x¥+y —8—-6y+15=0

1385 (PUC-RJ) O centro da circunferéncia de
equaciox® + Yy + 16x — 4y + 12=0¢é0
ponto de coordenadas:

a) (—8,92) c) (8, —2) e) 4, -1)
b) (—16,4) d) (16, —4)

GEOMETRIA ANALITICA

~ d) centro no ponto (2, —1) e raio =

b) ¥+ —d4x + 19y — 24 =0

o) Dividindo a equagédo por dois, temos:

X¥+y—2%+6y—12=0.

Comparando as equagdes:

-----------

X +y9 Exc.x-— QY{,F-+ F' 0
:'f:+y9 Q‘.)h-l*ﬁ-‘}f—*‘l? 0

—Ex{:‘ —2=3x. =1
JOSL‘J: ‘ —Q}’{=6=§YE= -3
F=-12

r=J:-:E+yE—F

r=y2 + (=3 - (-19)
r=J1+90+19 = r=4J9

portanto, r = Y22e C = (1, =3)

1386 Seoponto(a, b)é o centro da circunferén-

ciade equacdox® +y* + 3x — 4y + 2=,
o ponto (a, —b) pertence ao:

a) primeiro quadrante
b) segundo quadrante
C) terceiro quadrante
d) eixo das abscissas
e) eixo das ordenadas

1387 (UFPR) Em coordenadas cartesianas ortogo-

nais, a equacdo: 2x° + 2y* — 4x + 2y = 0

 representa, no plano, uma circunferéncia

de:

a) centro no ponto (—2, 1) e raio = V5

- b) centro no ponto ( 1 J-]EI'&IG J5

' Q
c) centronoponto (2, 1) eraio =5

J5
Q
e) centro no ponto (‘I —-—;—) e raio = %

CIRCUNFERENCIA



(ITA-SP) No sistema de coordenadas cartesi-
anas ortogonais, a8 equacao

x* + ¥y = ax + by, onde a e b s&o nliimeros
reais ndo-nulos, representa a seguinte
curva:

2 g
a) circunferéncia de raio Ja ; ©

b) circunferéncia de raio va® + b°

¢) circunferéncia de raio 8 ; ©

d) pardbola de vértice no ponto (g, b)

e) elipse com semi-eixos de comprimen-

ab
tos 5,5

(FGV-SP) A equacdo da circunferéncia que
passa pelos pontos (3, 3) e (—1, 3) e cujo
centro estd no eixo das abscissas é:

a) X2 +y2=1

b) x® + V2 + 4x = 46
)(x—12+y =295
d)x+y —-2y=10
e) ¥4+ y?—9x =19

(Cescem-SP) O raio da circunferéncia
x? +y? = 4x + 6y — 3 =0¢igual a:

a) 2

b) V3

c)3

d) 4

e) 16

(UFPA) O maior valor inteiro de p para que
a equacdo x? + y* — 6x + 4y + p = O re-
presente uma circunferéncia €:

a) 8

b) 10

c) 11

d) 12

e) 15

(UA) A circunferéncia

x2 + y® + 5x + 4y + a = 0 determina no
eixo Ox uma corda de comprimento 3. Cal-
cule &:

a) 4 c) 2
1 1
b)j d)ﬁ

Posicoes do ponto em relacdo a circunferéncia

Em relacdo a uma circunferéncia A de centro C(x,y..) € raio r,um ponto P(X,y)
pode ser externo, interno ou pertencer a circunferéncia.

Para identificar cada uma dessas posi¢des, basta substituir as coordenadas do
ponto P no 12 membro da equagio geral da circunferéncia, que corresponde a ex-
pressio (d*> — r?), onde d € a distincia de P ao centro. Obtém-se, assim, um valor
numérico n, onde verifica-se uma das seguintes situagoes:

Se n > 0, entdo o ponto P é externo a circunferéncia, poisn > 0
equivale ad? — 2 > 0oud? > r’ ou, ainda, ad > r.

[ n::=-{}=>Péextemnﬁ?Ll
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2% situacao Se n = 0, entdo o ponto P pertence a circunferéncia, pois n = 0
equivalead®* — r* = 0ouad® =r’ou, ainda,ad = r.

l n=0=>PPertenceﬁl| .
P

3% situacao Se n < 0, entdao o ponto P € interno a circunferéncia, poisn < 0
equivale ad®* — r* <Oouad®<r®ou,ainda,ad <r.

‘ n{ﬂ::-Péinternn‘all .
Exemplos:

Identificamos a posi¢ao do ponto P em relacio a circunferéncia A nos ca-
SOS:

) PQ,0De(M)E+2P+F—-57=25
x+ 2%+ —57°=25
x+2+(@y—5°-25=0

& — 2
n=Q+2?+@©-57>—-25
n=4%*+(-57%-25
n=16+25- 25

n=16
Como n > 0, concluimos que P é externo a circunferéncia A.

GEOMETRIA ANALITICA : CIRCUNFERENCIA



b)PB,5)eM)E—2*+y—7)*=36
-2+ @G—7*=36
(x - 2GS Di=36=0
42 — 2
n=B-22+6G-7%-36
n = (1)’ + 2)* - 36

n=1+4- 36
n=-3%1

Como n < 0, concluimos que P € interno a circunferéncia A.

AP, -DeM)E—-1D*+F—27%=9

-1+ @G-2)=
@1+ G@=2"-9=0
& - 2

n=A-1D*+C-1-2?%-9
n=(0y+ (=3 =9
n=0+9-9

n=0

Concluimos que P pertence a circunferéncia A.

Resolvido

Representar graficamente no plano as seguintes desigualdades:
a) (x—4°2+(y—42>9 c) X+ y? < 49
D) x* + ¥ + X + 4y = —1 d) ¥+ ¥y +4y=<0

) (x—4 +(y—4P>9=x—4F+(y—-4%-9>0 N

d?-r>0
(condigdo de ponto externo a ;
uma circunferéncia) "I e

Consideramos a igualdade (x — 4)° + (y — 4)f = 3% na
qual identificamos a circunferéncia A de raior = 3 e o
centro C(4, 4). Em seguida, apods construir o gréfico, im-

-
- iy

pomos a condi¢do da desigualdade, pintando apenas a 0
regido externa a A.
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D)X+ Y +x+dy= 1=+ + X +4y+120

Consideramos a igualdade x® + Y* + &x + 4y + 1 =0na
qual identificamos a circunferéncia Aderaior = 2e 0
centro C(—1, —92).

Entdo, x* + y* + & + 4y + 1 = 0 nos dé a condigdo
(d® — ¥ = 0) de pontos externos ou pertencentes a A.

Em seguida, construimos o gréfico e impomos a condigdo
da desiqualdade, pintando A e a regido extema a ela.

OX+y<49=x+y'-49<0 a8 >,

Consideramos a igualdade x* + y* = 7% na qual identifi- / / N
camos a circunferéncia A de raior = 7 e o centro C(0, 0). !

Entdo, x* + y* — 49 < 0 nos dé a condicdo (d* — r* < 0) \ :
de pontos intemos a8 A. Apds construir o grafico, impomos “\ S
a condicdo de desigualdade, pintando apenas a regido i
interna a A.

d) ¥ +y'+4y=<0 X

Considleramos a igualdade x* + y* + 4y = 0 na qual identi-
ficamos a circunferéncia A de raior = 2e o centro C(0, —2). A

Entdo, x¥ + y® + 4y < 0 nos da a condicdo (d* — r* < 0) -21
de pontos internos ou pertencentes a A. Em seguida, cons-
truimos o gréfico e impomos a condigdo da desigualda-
de, pintando A e a regido interna a ela.

Propostos

1393 Identifique, se possivel, a posigdo do pontn Pem relagdo a circunferéncia, nos seguintes casos:
)P, 5eMx+3IP+ (Y- =
CB)P(-2, NeMx—3P+(y—4)F = 9.5
Q) P(-1,DeM)X+ 3P +(y+ 6P = 100
C A PG -HeMx+ 1P+ (y+ 1)} =
Ce)P(-3, e x+ 3P+ (y+2P¢= ‘l
) P(-2, -DeM)x—12+y+2°=9

ﬂ)(x-—-E)"Hv 72> 36 d) x* +y9==16
.rr-t- b)(x—2F+y' =2 X4y +12<
X+ 1+ —-18<1 2+ i<
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A equacdo de uma circunferéncia A ¢ x* + y* — 4x — 4y + 4 = 0. Entdo, o ponto A(1, 2):
a) € o centro de A c) pertence a A
b) ¢ interno & A e distinto do centro d) éexternod A

(FEI-SP) O ponto (1, ¥2) em relacdo a circunferéncia x® + y2 — 4x — 4y + 4 = 0:
a) estd situado no centro

b) éintemo & circunferéncia e fora do centro
¢) estd situado na curva

d) é externo & circunferéncia, mas estd nareta y — v2x
e) n.d.a.

(UGF-RJ) Qual deve ser o valor de K de modo que o ponto P(1, 0) pertenca ao interior da circun-
feréncia cuja equacdo é x® + y® — 9 — 9y — K = 0?

a) K= -2 b) K> -1 c) K< 1 d) K>3 e)K=5
(Mack-SP) A equacgdo do circulo de centro Cé:
aA) X +y +4y=<0

b)x* +4x +y* <0

)X —4x+y'=0

d)x¥+y—4y=<0

e) n.d.a.

Posicoes da reta em relacdo a circunferéncia

Em relagio a uma circunferéncia A de centro C(x, y.) € raio r, a reta (s)
ax + by + ¢ = 0 pode ser externa, tangente ou secante a circunferéncia.

Se um ponto P pertence a circunferéncia A e a reta s, as suas coordenadas satis-
fazem,ao mesmo tempo,as equagdes de A e s.Por isso, para identificar essas posicoes,
basta resolver o sistema formado pelas equagdes da circunferéncia A e da reta s.
Isolamos o valor de x (ou de ») na equagido da reta e o substituimos na equagio da
circunferéncia. Obtemos uma equac¢ao do 22 grau em y (ou em Xx) €, a seguir, analisa-
mos o sinal do seu discriminante A,

Veladaos: ax+by+c=0
& =x )P+ -y =1 "3
* Se A < 0,entdo o sistema nao tem solucio real.
Temos que d . > 1, logo a reta € externa a circun-
feréncia. T
Cs¢ p=eee 8p
d
‘&€0$5ﬁ1=@|
v
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« Se A = 0, entdo o sistema tem uma unica solugao.
Temos que d ., = r,logo a reta € tangente a circunferéncia.

‘&=0=:-sﬁ?l.={P}|

= U

» Se A > 0, entdo o sistema tem duas solugoes.
Temos que d.. < r,logo a reta € secante a circunferéncia.

A>0=>sNA={P,P)

Exemplos:
Observe alguns casos em que identificamos a posi¢io da reta s em relacao a

circunferéncia A.

D) EXx+y+6=0eM)xX*+y*+2x—6y—22=0
Desenvolvendo o sistema formado pelas equagoes:
X+y+6=0=>x=-6-yY
{xz+y2+2x—6y—22=0
Substituindo x = —6 — y na equagio da circunferéncia:

(6 -V +yV+2(-6-y)—6y—22=0 2
36+ 12y +y2+y —12—-2y—6y—22=0
2y" +4y+2=0

A=b*—4ac=4*"—-4-2:2=0

_—bxJA _ —4 = 0
y T 22

Concluindo, como A = 0, o sistema tem uma unica soluc¢ao, portanto a
reta s é tangente 2 circunferéncia no ponto P(—=5, —1).

= y=y'=-1=x=-5

GEOMETRIA ANALITICA CIRCUNFERENCIA
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b)) 2x—-y—-2=0e(M)xX*+y" +2x—4y=0
Desenvolvendo o sistema formado pelas equagoes:

{Zx—y-2=0=>y=2x-2
X*+y+2x—4y=0

Substituindo y = 2x — 2 na equacio da circunferéncia:
X*+@2x—2) +2x—-42x—-2)=0
x*+4x* - 8x+4+2x—8x+8=0

52— 14x+ 12 =0
A=(—14%—4-512

A =196 — 240
A= —44
A<O

Concluindo,como A < 0, 0 sistema nao tem solucao real, a reta s é exter-
na a circunferéncia.

AEX+y+1=0e)X*+y'+2x+2y+1=0
Resolvendo o sistema formado pelas equacoes:

{x+y+1=0=>x=—y—1
X*+y +2x+2y+1=0

Substituindo x = —y — 1 na equacio da circunferéncia:

EY— D+ +2(-y— D2y +1=0

V+2y+1+y —-2y—-2+2y+1=0 :
2y’ +2y=0

A=b*—4ac=2°—-4:2:-0=4

_ b+ JA _—-Ziﬁ_..{}"=0="f='l
) 8 2a =y 7, - Y":—l = x"=()

Concluindo,como A > 0,0 sistema tem duas solucoes, portanto a retas é
secante 2 circunferéncia nos pontos P (—1,0) e P,(0, — 1),

™
Al e B e o
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—F < _ 1< 1 < o=
Resolvidos

1 (Cesgranrio) A reta do plano XOY, que passa pela origem O e é tangente & circunferéncia
(x =22+ (y—9)?=8, ¢

a)y=x dy=0
Xb) y = —X e)y= —2X
c)x=0
Inicialmente, verificamos se o ponto O(0, 0) pertence a Cir- g

cunferéncia:

(x=2F+(y—27=8

0-92°+0-2°-8=0

Como o resultado € igual a zero, © ponto O pertence a Cir-

cunferéncia, portanto, existe uma unica reta tangente a essa
circunferéncia, passando por O.

Calculamos o coeficiente angular m. da reta CO:

_2-0
Mo =97

Depois, calculamos o coeficiente angular m_da reta r(perpendicular a reta CO):
1 1

=1

MmN = —e—m e —'I

Mo 1
A equacdo da reta r, passando pelo ponto O(0, 0) e com coeficiente angular m = —1, é dada
pOor:

(r): (Y = Ygo) = MX = %)
(N:(y—0)=-1x-0)
y = —X
2 Determinar a equag8o da reta ou retas que passam pelo ponto P(6, 0) e séo tangentes & circunfe-
réncia(A): (x — 1 + y* = 5.
Primeiro precisamos verificar se o ponto P(6, 0) pertence a circunferéncia (A):

x—1%+y=5
6G-12+0-5=0
20> 0

Como o resultado é maior do que zero, o
ponto Pé externo a circunferéncia, portanto,

. existem duas retas s, e S, tangentes a circun-
feréncia passando por P.

Se considerarmos que as retas s, e s, passam
. pelo ponto P(6, 0) e tém m como coeficien-
- te angular, obtemos a seguinte equagao:

Ly yp) = m(x — Hp)

(y —0)=mx — 6)
y=mx—6moumx —y—6m=20

(GEOMETRIA ANALITICA CIRCUNFERENCIA




CIRCUNFERENCIA

Como as retas s, e s, sdo tangentes a circunferéncia, podemos deduzir que a distancia entre elas

e o centro d, € igual ao raio, logo:

e lax. + by + ¢
Ja+ of

= |m-1_—0—{am|

Jm? + (=1)°

(VorE + 5) = (=5m)®

v5

5m? + 5 = 95m®
o0m* = 5 1
m=—
T M | 2
0 4

| 1
Considerando m = 3, teremos a reta s:

| .
5 X=Y =0 o= 0
X—-9%—-6=0
Considerando m = —%, teremos a reta s,:

mx—y—6m=0

1 1 T
Jrers o]

X+ +6=0

Propostos

1399 Identifique a posigdo da reta sem relagdoa

circunferéncia A, em cada caso:
aS)x—y+3=0

M +yY +4x—6y+11=0
" b)E)Xx-y—-2=0

(MX+y —8x+4y+18=0
c)@E)x—-y—2=0

MWXE+y—10x+2y+18=0
d) )X —-—y—-3=0

WX +y?=3x+9y—=3=0
e)(S)x—-y+1=0

AMX+y2=10y+15=0
NG)4x—Ty—28=0

MX+y—-9%—-4=0

1400

1401

1402

(Mack-SP) Uma reta que passa pelo ponto
P(2, 3) e étangente a circunferéncia de cen-
tro C(0, 0) e raio 2, pode ser:

a)y=3 d)y=—2
b)x=2¢ e)x=3
c)y= 2

L]

(AMAN-RJ) A equagdo da reta tangente a
circunferéncia de centro (—2, 1) no ponto
(_3, 3) e:

a)x—2y+9=0
D) x+2y—9=0
xX+y+1=0

d)2%+y—1=0
e)x+y—-9=0

(F. Oswaldo Cruz-SP) Determine b de for-
ma que areta deequagdoy — 2x—b =0
seja tangente a circunferéncia de equagdo
¥ +y*—1=0.

GEOMETRIA ANALITICA



1403 (UFCE)Dada a circunferénciax® +y* =8, e
sendo aretay = ax + b tangente a €ssa
circunferéncia no ponto (2, 2), calcule o va-
lordea + b.

(UFES) Dado o ponto A(2, —1), o compri-
menta da corda AB da circunferéncia
x4+ y2 — 8x + 2y + 13 = 0, paralela a reta
x+y—-10=0,¢:

a) V2 d) 2 + V2

b) 2 e) 9 — V2

c) 2492

(UFBA) A intersecgdo da reta

y + x — 1 = 0 com a circunferéncia

x2 4+ y? + 9x + 2y — 3 = 0, determina uma
corda cujo comprimento é:

a) 3J2 c) 22 e) 0
b) 23 d) V2

(UFJF-MG) A corda determinada pelo eixo
das abscissas sobre a circunferéncia de
equacdo x® + y2 —5x — 7y + 6 = O tem
como medida:

a) 1u.c. d) Qu.c.

b) 3u.c. e) 18 u.c.

c) S5u.c.

(PUC-SP) A circunferéncia com centro na ori-
gem e tangente a reta 3x + 4y = 10 tem
equagao:

a) X +yi=1 d)2+y:=4

by X +y?=2 e)x2+y =5
)X +y =3

(GEOMETRIA ANALITICA

1408 (PUC-RS) A equagdo da circunferéncia de

centro em C(=2, k) e tangente ao eixo das
ordenadas é:

a) X2 +yl—4x+ %%y + k=0
D)2 +y  +4x—S%ky + k=0
A +yi—-%y+kK=0
dDE+yi—-% - k=0

) +y —-k=0

409 (Osec-SP) A equagdo da circunferéncia que

passa por A(6, 0) e ¢é tangente & reta
x + y = 0 na origem ¢&:

a)(x—3%+(y+3)P=18
b) (x + 30 + (y — 3)* =18
) (x—32+(y—3°=18
d) (x + 32+ (y + 3)*=18
e) nenhuma das anteriores ¢ correta

) (Fuvest-SP) Seja M = (8, 1) o ponto medio

de uma corda AB da circunferéncia

2 + y2 — 4x + Qy — 45 = 0. Determine os
pontos da circunferéncia onde as retas tan-
gentes sdo paralelas a reta AB.

1411 (Fuvest-SP) Uma reta passa pelo ponto

P = (3, 1) e é tangente a circunferéncia de
centro C = (1, 1) e raio 1 num ponto T. En-
tdo a medida do segmento PT é:

a) V3 o) V5 e) V7
b) 2 d) V6

CIRCUNFERENCIA



Ficha-Resumo

~ Ponto .
Plano cartesiano Distincia entre dois pontos
v pY i
| )
!
Py, |t Ay
E P(x, y) |
o N 3 G 1 :
! y >0 x>0 ;
E y=0
E x <0 | X
I =0 x>0 |
S N ——— y<0 :
P(x, y) :
P(x1 Y) dﬂB = 'J(KB i Kﬁ.)z + (YE = Yﬁ)z
Ponto médio Alinhamento de trés pontos
A(x,, Y, X, Vi1
B,y  PT | x v 1
Cxe Yo X Yo 1
e SeD=0 .
A, B e C sao colineares.
* SeD#0
A, B e C formam um triangulo.
5 E— J
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- Reta

Equagdo geral

AKX,y > S S

Xg Yp 1

‘ax+by+c=(]l

B(xﬂ.'l YB) KA YA 1 =0

(GEOMETRIA ANALITICA

, p*‘—E
X y_ 2
p n i =

b
Equacido reduzida
| y=mx+n|
a

coeficiente angular m = 5

o
coeficiente linear n = =% -
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o

Equacdo da reta, conhecidos
um ponto e a direc¢ido

a reta nao € vertical

Y~ Yy S mx—X,)

a reta é vertical

X=X,

Posicao relativa de duas retas
no plano

ry=mx-+n
S$$y=mX+n

* r e s paralelas

l l'I‘ll_‘=I'.I'lﬁﬂ.llr?""-'l'l5 I

* r e s coincidentes

’ l'l'lr=l']!'l‘?‘'IEHI_=I'Il I

* € s concorrentes

[ mr=¢m5|

* r e s perpendiculares
‘ m -m = —1 l

Distincia do ponto 2 reta
{r:ax +by+c=0
P(x,, ¥,)

= ‘axp + b]rp <+ El

d

Equagoes paramétricas
x = f(H
y=8®

$a0 equagoes paramétricas de uma reta
s onde f(t) e g(t) expressam leis de fun-
¢oes do primeiro grau

Angulos entre duas retas

Considerando r e s, retas nao verticais,
concorrentes mas nao-perpendiculares
entre si

tg0 >0 = 0 ¢éamedidado

angulo agudo

tg 0 <0 = 0 éamedida do

angulo obtuso

Caso r seja vertical, entio tg 6 = !ﬂi K
5

Area do tridngulo

| Area=%~|[)| |

FicHA-RESUMO
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~ Circunferéncia \
Equagiio reduzida
raio r ‘(K—Kc)z+(}’—}'c)l=l‘z|
centro(X.,y.)
Equagao geral ‘xz+y2—2xcx—2ycy+(x§+y§-rz}=0|
Posi¢coes do ponto P em relagido Posi¢oes da reta s em relacgido
a circunferéncia A a circunferéncia A
* reta externa a circunferéncia
‘ n>0 = Péexternoal I
‘ A<0=sNA=0 l
! n=0 = Ppertenceal I * reta tangente a circunferéncia
‘A=0 = sA A= {P) l
‘ n<0 = Péinternoai I
* reta secante a circunferéncia
— 2 -+ - s -+
onde =% + yp =28, — 217, (A>0 = sAA=(P, P, l
+ @& +ye—1d)
\ _ Wy

Complementares

1412 Determine a distdncia entre os pontos
A(3, 0) e B(—3, 8).

1413 Calcule o perimetro de um tridngulo for-
mado pelos vértices A(1, 1), B(3, —2) e
C(5, 0).

1414 Os pontos A(—3, 3), B(5, 2) e C(7, 10) séo
vértices de um tridngulo. Determine o pon-
to médio M do lado BC e o comprimento

da mediana AM.

GEOMETRIA ANALITICA

1415 |dentifique se os pontos A8, 1), B(2, 2) e

C ( , %J sdo vértices de um tridngulo.

1416 Os pontos A, B(1, 2) e C(2, 3) pertencem a
uma mesma reta. Determine a ordenada de
A, sabendo que esse ponto estd sobre o

eixo Oy.

1417 Determine o valor de m para que O ponto
| P(1, m + 3) pertenca a reta (r)
x+4y-12=0.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES



1418 Determine a equagdo da reta que contém
Os pontos A(2, —3) e B(5, —1).

1419 Determine a equagdo reduzida da retarcuja
equagdo geral € 4x + 3y — 12 = 0.

1420 Determine a posicdo relativa entre as retas
X+ +4=0e%—-y—-1=0.

1421 (FAAP-SP) Ache a equagdo da reta rque é
paralelaareta(s)3x — 2y + 1 =0e que
passa pelo ponto A(—2, 5).

1422 (Mapofei-SP) Determine a interseccdo das
reassx + 2y =3e2X+3y=5

1423 (Unicamp) Os ciclistas A e B partem do
ponto P(—1, 1) no mesmo instante e com
velocidades de médulos constantes. O ci-
clista A segue a trajetéria descrita pela
equagao 4y — 3x — 7 =0eociclista B, a
trajetdria descrita pela equagao
X+ y® — bx — 8y = 0. As trajetdrias estdo
no mesmo plano e a unidade de medida

- de comprimento ¢ o km. Pergunta-se:

a) Quais as coordenadas do ponto Q, dis-
tinto de P, onde haverd cruzamento das
duas trajetdrias?

©) Se a velocidade do ciclista A for de 20
km/h, qual deveré ser a velocidade do
ciclista B para que cheguem no mesmo
instante ao ponto Q7

1424 (Mapofei-SP) Para que valores de k as
- retas(k—Nx+6y+1=0e
X+ (k+ 1)y -1=0sdo paralelas?

1425 (UFPA) Sendo P(1, 2) e . Q(—3, 4), a reta
mediatriz do segmento PQ tem por equa-

- Gdo:

ay=x-—1 d) y = 2
| O)y=—-x+5 e)y=2x+5
C)y=x-3

14!6 (PUC-SP)A = (3,5),B=(1, =1)e C = (x,
- —16) pertencem a uma mesma reta, se x

for igual a:
a) =5 d) —4
b) —1 e) =2
c) —

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1427 (USJT-SP) Qual ¢ a érea do tridngulo de vér-
tices A(1; =92), B(2;: e C(@3; 0)?

1428 (PUC-SP) O triéngulo de vértices A = (4, 3),

B = (6, "‘Q}, C= (—11, -3) é:
a) equilatero
b) isdsceles
C) acuténgulo
d) obtuséngulo
e) retdngulo
1429 (Mack-SP) A equacdo N
da reta ré: r
0 X

-1
ay+xX-2=0
L)y—-x—2=0
AY+%+2=0
dy—-2%-2=0 0
e)y—2x+2=0

1430 (Mack-SP) Uma reta paralela & reta
4x -3y —-8=0¢:
a)3x—4y +8=0
B)Bx—6y+9=0
C)4x+3y+8=0
d)8x+6éy—6=0
e)X+4y—-8=0

1431 (Vunesp) Os pontos O, A e B, do plano
cartesiano da figura, s&o os vértices de um
tridngulo eqilétero, cuja medida dos la-

dos ¢ dada por V3. As equacdes das re-
tas AB e OB sdo, respectivamente:

AY

o A

Ay=+v2 x—3ey=-9 . x
b)y=v3:-x—2ey=-J3:x
Ay=+3:x-3ey=-3 -
d)y=x++J3 ey=—x
e)y=3x+J3 ey =-3x

GEOMETRIA ANALITICA



1432

1433

1434

1435

1436

(GEOMETRIA ANALITICA

(ITA-SP) Seja o tridngulo de vértices A (1, 2);
B (2, 4) e C (4, 1) no sistema de coordena-
das cartesianas ortogonais.

A distdncia do ponto de encontro das altu-
ras desse tridngulo ao lado AC é:

910

a) 0 d) 3v3
L

D) =0 e) n.d.a.

c) 8¥10

(Unesp) A equacdo da reta que ¢ per-
pendicularareta 3y + 4x — 3=0eque
passa pelo ponto de intersecgdo das re-
tasy+ 4x— 13 =0ey—-2x—-1=0¢:
ady—-3x+15=0
b)dy +3Ix =14 =0
)4y +3x+15=0
d)4y+3x—-13=0
e)dy—-3x—14=0

(Unesp) A distdncia entre as retas
y=ax+bey=ax+ce:
lo—cl

lb—c| lo —c|
©) a e) a+
C) |b—C|

at + 1
(Santa Casa-SP) Sejam A(—2; 4), B(1; —2) e

C(3: 1) trés dos vértices de um parale-
logramo ABCD. Se AC é uma diagonal, a
soma das coordenadas do vértice D é:

a) =5 o) 7
b) =1 e) 10
c) 3

(Unesp) Em um sistema de eixos cartesianos
ortogonais, 8s coordenadas de dois vérti-
ces opostos de um quadrado sdo (—3; 5)
e (5; 3).

As coordenadas de um dos outros verti-
ces do quadrado sdo:

a) (—2; 8) d) (2; 8)
b) (—=2; 0) e) (0; 8)
c) (2 0)

1437

1438

1439

1440

1441

1442

1443

1444

1445

Determine © centro € o raio da circunfe-
réncia (A) (x — 4% + (y — 5)* = 95,

Determine o ponto em que a circunferén-
cia(W) (x — )% + (y — 6)° = 95 intercepta
o eixo Oy.

(ITA-SP) A equagdo da circunferéncia tangen-
te a0 eixo das abscissas na origem e que pas-
sa pelo ponto (3, b), onde a® + b? = v eb
£0, é:

a) (x— b)Y +y:=0b*

by (x=1F+(y—-1°=1

c) x° +(~,,e—1.:"§)E =9
dDxXE+y—17%=1

E)x9+(y—%)g=-%

Qual a posicdo do ponto P(3, —3) em relagdo
3 circunferéncia (W) (x — 3% + (y + 28 = 1?

Determine a equacgdo geral da circunferén-
cia, cujo centro ¢ (3, 4) e passa pela ori-
gem dos eixos.

(Mapofei-SP) Determine o centro e o raio
da circunferéncia, cuja equagdo €
42 4+ 4y - 12X + 12y — 7 =0.

(Fuvest-SP) Qual a equagéo da circunferén-
cia tangente ao eixo dos x na origem e que

passa pelo ponto (3, 4)?

(Mack-SP) O maior valor inteiro de k para
queaequacioxX® + Y  + 4x -6y + k=10
represente uma circunferéncia é:

a) 10 d) 15 :
b) 12 e) 16
)13

(PUC-SP) Em relacdo & circunferéncia de
equaco x® + y* + 5x — Ty — 1= 0, areta
de equagdoy = 2x — 1 é:

a) externa

b) tangente

C) secante

d) contém a origem

e) contémP = (1, 4)

EXERCICIOS COMPLEMENTARES



EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1446 (PUC RS) A circunferéncia de equagdo

x* + y? —Bx+6y+99-0hmttaurn
circulo cuja érea é:

a) 3n d) 1n
b) 6m e) 29n
C) 9n

1447 (PUC RS) A circunferéncia de equagdo

X! + vy — 5x + 4y + 4 = 0 intercepta o
eixo dos x nos pontos A e B. Se Cé o cen-
tro da circunferéncia, entdo a drea do tri-
angulo ABC ¢ igual a:

a) 3 d) 7
" b) 6 e)lﬂé—
c)-gi

1443 (Fatec-SP) A circunferéncia definida por

x* + y? — 4x — 9y = 0 tem centro no pon-
to P. Seu gréfico corta o eixo dos x nos
pontos Me N. A drea do tridngulo PMN é:

a) 2 d) 8
b) 4 e) 11
o)

1449 (Fuvest-SP) Aretay = -\;—jx ¢ tangente a

uma circunferéncia de centro (2, 0). O raio
dessa circunferéncia é:

a) 3 d) 1
b) 2 e) 0,5
c) V3

1450 (UFSC) Determine o raio da circunferéncia C,

cujo centroénpontodemtasecgﬁodareta
r,deequagdox —y —1=0,comareta s,
de equagdo 2x — y + 1 =0,5at::endoque
C, € tangente exteriormente & circunferéncia

| C, deequagdox® +y2 — 12x — by — 4 = 0.

1451 (Fuvest-SP) Uma reta de coeficiente angular

m > 0 passa pelo ponto (2, 0) e € tangente
& circunferéncia inscrita no quadrado e vér-
tices (1, 1), (5, 1), (5, 5) e (1, 5). Entdo:

(GEOMETRIA ANALITICA



AIBA nm PONCO MALS

A Astronomia Moderna
e o0 Batismo do Halley

Longo caminho foi percorrido para que a
astronomia superasse as concepcoes aristo-
telico-ptolomaicas do universo. Segundo tais
teorias, os corpos celestes giravam em torno da
Terra, fixos a esferas perfeitas e transparentes.
Quanto aos cometas, Aristoteles ja havia pro-
posto que nao eram astros, mas efeitos meteo-
rologicos provocados por emanacoes que, oriun-
das da prépria Terra, ascendiam a alta atmosfe-
ra, onde se inflamavam.

0 ulstamu ptulnmalnu ravutnu-:a uItrapusandn apos os avanqus das medicoes dos astros no céu
— gue no século XVI eram feitas com o quadrante e outros Iinstrumentos. Com esses avancos fol
possivel observar o Halley, em 1531,



Em 1443, Copérnico publicou De
Revolutionibus Orbium Coelestium, propon-
do aidéia de um universo heliocéntrico. Em
1531, a observacao do Halley — que ainda
nao tinha este nome — levou Peter Apianus
a apontar pela primeira vez um fato cientifi-
camente relevante: a cauda do cometa volta-
va-se sistematicamente na dire¢do contraria

a do Sol.

A chegada de um brilhante cometa em
1577 ja encontrou um ambiente propicio a
novas interpretacoes. Analisando cuidadosa-
mente as observacgoes realizadas em diferen-
tes paises, o notavel astronomo dinamarqués
Tycho Brahe concluiu que a trajetoria desse
cometa estava acima da orbita da Lua, afas-
tando assim a idéia de que eram objetos
meteorolégicos. Os dados que recolheu, ex-
traordinariamente precisos, foram usados de-
pois, entre 1609 e 1618, nas analises do ale-
mao Johannes Kepler, descobridor da forma
eliptica das 6rbitas celestes e formulador das
famosas trés leis do movimento planetario.

Por volta de 1610, Galileu Galilei anunciou
um conjunto de fatos que conflitava com as
proposicoes aristotélicas e reforcava a concep-
cao heliocéntrica de Copérnico. Mas as idéias
antigas ainda tinham ao seu lado institui¢des
poderosas. E Galileu foi obrigado a abjurar
suas conclusoes, permanecendo preso pela
Inquisicao ate o fim de sua vida, em 1642. Seu
trabalho, no entanto, apressou a formalizacao
de um novo método de analise, no qual con-
ceitos metafisicos como substancia e causa fo-
ram substituidos por conceitos operacionais,
como massa, tempo e espaco. Passiveis de
quantificacdo, estes ultimos podem estabele-
cer entre si relacoes matematicas, dando lu-
gar a modelos cuja verificacao experimental &
possivel. Era o inicio da revolucao cientifica.
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O inglés Isaac Newton, nascido no ano
da morte de Galileu, herdou, além de subsi-
dios conceituais, um ambiente mais apro-
priado para o desenvolvimento de atividades
cientificas. Os observatérios de Paris e de
Greenwich, bem como importantes socieda-
des cientificas, ja existiam na época de seus
primeiros trabalhos, que logo se revelaram
fecundos. Com base em um conceito revo-
luciondrio — o da inércia —, aplicou a0 mo-
vimento da Lua a explicacao utilizada para a
queda dos corpos na Terra. Depois, em seu
livro Principia Mathematica Philosophiae
Naturalis, estendeu o raciocinio para todos
0s corpos celestes, propondo a teoria da
gravitacdo universal: os astros se atraem na
proporcao direta de sua massa e na propor-
¢ao inversa do quadrado da distancia que
0S separa.

Fonte: extraido de Bem-vindo Halley!
MATSUURA, Oscar T,, Revista
Ciéncia Hoje, SBPC, v. 4, n. 21, p. 35.

Saturno
Jupiter

3- =10 30
1 i

periodo orbital (anos)

As trés leis de Kepler sobre o movimento planetario: (a) um planeta P se move em uma elipse, com o Sol em
um dos seus dols focos; (b) um planeta percorre areas Iguals em tempos iguais (no desenho, as areas BSA,
FSE e DSC sao Iguals entre si, o que indica que o corpo celeste leva 0 mesmo tempo para percorrer os trechos
BA, FE e DC da sua drbita); (c) lel harmonica: ha relacao matematica precisa entre o tamanho de uma 6rbita e
0 periodo gasto pelo planeta para completa-la. Os movimentos de Urano, Netuno e Plutdo, planetas descober-
tos bem depols da morte de Kepler, confirmam a exatidao da lel.
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