


1. Conjunto dos niumeros complexos

Dados dois pares ordenados, (a, b) e (¢, d), do produto cartesiano

RXR={xylx€ReyeR), ondeR é o conjunto dos niimeros reais, podemos
definir:

* Igualdade de pares ordenados: dois pares ordenados (a, b) e (¢, d) sao iguais se, e
somentese,a=ceb=d.

* Adicao de pares ordenados: a soma de dois pares ordenados (a, b) + (¢, d) é igual
ao par ordenado (a + ¢, b + d).

* Multiplicacao de pares ordenados: o produto de dois pares ordenados (a,b) - (c,d)
¢ o par ordenado (ac — bd, ad + bo).

Considerando as defini¢oes acima, chamamos de conjunto dos numeros com-

plexos C ao conjunto de todos os pares ordenados de niimeros reais, para os quais
essas definicoes sdo validas.

Propostos

1452 Em cada caso, determine a e b reais, tal que:

a) (8, 5) =(—4,b) 0) (23,30 +1)=(1,9 — b)
1453 Efetue:

3 ¥ o |
o5 (a, -ﬁ) + (E* 0,3] ) (1,2) - 3 4)
b) (v2, 0) + (V8, 23) @4 (1,
1 3
o (3, -03) + (8, -3 3) (7,0) - (8, 0)
d) (1, 0) (V5 —2) h) (0,1)-(0, 1)

2. Forma algebrica _,

Sejam m € n numeros reais quaisquer. Temos:
* (m, 0) = (n, 0) se, e somente se, m = n
e (MO+MO0D=m+n0+0)=m+ n, 0)
(MO M0OD=mMm'n—-0-00m-0+0-n)=(m"n,0)
Notamos que nos pares onde o segundo elemento € zero, tanto a igualdade quanto

a adicao e a multiplicacao dependem so dos primeiros elementos, que sa0 nimeros

reais. Por isso, podemos “identificar” um namero (m, 0) com o numero real m2, ou
seja, (m, 0) = m.
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Por outro lado, ja vimos que uma equac¢io como x° + 1 = 0 ndo tem raiz real. Mas
uma raiz procurada deve ser um numero que multiplicado por si mesmo resulte em —1.

Observeque (0, 1) - 0, 1)=(@0©+-0-1-1,0-1+1-0)=("1,0).
Como (0, 1) = (=1, 0) e (=1, 0) = —1, entdo (0, 1D* = —1, ou (0, 1) =J-1.

O numero (0, 1) € chamado de unidade imaginaria e € representado pori. Como

.2

i = —1, entdo / € uma raiz quadrada de —1.
Assim, temos: V—1 = i, V—4 = J4 - V=1 = 2i, V—49 = /49 - /-1 = 7i etc.

Consideremos agora um numero complexo qualquer (a, b). Podemos escrever:

r (a,b)=@G@, 0O+O0,b)=@G@, 00+ Dd,0-©0,1)=a+Db-i
a b i

A forma a + bi, onde a e b sao numeros reais, ¢ denominada forma algébrica de
um numero complexo z.

Em z = a + bi, destacamos:

* z € 0 numero complexo

* a € aparte real de z

* b € a parte imaginaria de z
* 7€ aunidade imaginaria

Exemplos:
a) 1+ 2i,ondea=1eb=2 d)5i, ondea=0eb=5
b) —3 + 4i, ondea= —3eb =4 e)6,ondea=6eb=0

)7 —2i,ondea=7eb=—2 f) /5 — 0,7i, onde 2 = /5 e
b =-07

Assim, a defini¢ao de igualdade fica:
Dois numeros complexos z, = a + bi e z, = ¢ + di sao iguais se, e somente se,
suas partes reais forem iguais e suas partes imaginarias também forem iguais. Entao:

‘zl=zzﬁa=ceb=d|

A utilizacao deste novo simbolo facilita determinar as raizes de equagoes do
2° grau.
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Resolvido

Determinar as raizes da equacdo x* — 9x + 2 = 0.
a=1b=-2c=2
A=b’—-4dac=(-2°-4:1-2=—4

X' =14
VA _ (9T _exo__—
Q.

23 1 o .
\t X =1—
Note que as raizes desta equagdo sdo nimeros complexos 1 + ie 1 — i, pois estdo na forma
Z =43 + bi.

Caracteristicas de um niimero complexo z = a + bi
Um nimero complexo z = a + bi é denominado:

* Imaginario puro:quandoa =0eb # 0.

Exemplo:
z = 0 + 2i ou simplesmente z = 2i

* Real: quando b = 0.

Exemplo:
z = 3 + 0i ou simplesmente z = 3

Resolvidos

1 Determinar o valor de x, de modo que z = 6 + (2x — 4)i seja real.

O numero z serd um numero real quando o coeficiente da parte imagindria for Igual a zero, entdo:
X—4=0= =4 = x=9

2 Para qual valor de k o nimero complexo z = 3i + k% + ki — 9 é imaginério puro?
Inicialmente vamos colocar o nimero na forma algébrica, a fim de destacar a parte real e a parte
Imagindaria:
z=3i+K+ki—-9 = z=K =9+ (k+ 3)

Logo, o nimero z ¢ imagindrio purosek®* —9=0 e k+3 =0
k = +J9 k= —3
k= %3

Note quesek = =3,z = 0. Entdo, k = 3.
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Propostos

1454 Dados os numeros complexos z, = 2 + 6i
e z, = a + bi, sendo z, = z,, determine o
valorde g e b.

1455 Determine o valor de x e y, de modo que
X + 3y +2)i =1+ 8.

1456 Determine o valor de x, de modo que o
numero complexo seja um numero real:
a)z=4 + (8x — 24)i
b)z=14+(x- 1)

1457 Obtenha o valor de y, de modo que o ni-
mero complexo z = (6y + 30) + 2i seja
um numero imasginario puro.

1§|§8 Determine o valor de x, de modo que o nu-
mero complexo z = (¢ — 5x + 6) + (1 + Xi
. ndo seja um numero real.

Obtenha o valor me n, de modo que
(4m + 6) — 3mi = 6 — 6.

Para que valores de x e y sdo iguais 0s com-
plexosz, = (x+4)+ (y+ 1)iez, =8+ 517

Obtenha o valor de y, de modo que o nime-
ro complexo z = (y + 3) + (Y2 — 4y + 4)i
seja um numero real.

Determine o valor de x, para que © numero
complexo z = (x* — x) + xi seja um nime-
ro imagindario puro.

(UFPA) Qual ¢ o valor de m, real, para que
o produto (2 + mi) (3 + i) seja um imagi-
nario puro?

a)5 d) 8

b) 6 e) 10

)i

3. Poténcias da unidade imaginaria

Observe:

POTENCIAS DA UNIDADE IMAGINARLA

i’ = 1, pois todo niimero elevado a zero € igual a 1, exceg¢ao para 0°
i' = i, pois todo numero elevado ao expoente 1 € igual a0 proprio niimero
i’ = —1, definicao da unidade imaginaria
P=ii=CDi=—i
‘= ?=CD- (D=1
Sendo n € N, de um modo geral, temos:
i = (i = 1" =1

i4“+l=i4n'i=1‘i=i -
i4n+2=i4n_i2=1_(_1)=_1
jatdi . P=1. D= —i

A poténcia i, sendo k € Z, é obtida dividindo o expoente & por 4 e consideran-
do o resto r (0 < r < 4) da divisao como o novo expoente de 7.

Exemplos:

o 37 =43+l _jl_j poisem137:4, q=34er=1
o {77 = 14‘(—15}+5=_15= _i, pﬂisem_57:4, q= —15er=3%
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Resolvidos
1 Calcular:
ﬂ) i3ﬁ + ilm b) 3 F;"’_Elglilm I
)i+ =P+PF=14+(-1)=0
- “:I__ | I ’ l JP— -
o AU g IR gieR .
" 24 _ 66 0 — 2 1— (-1 v,
Q Efetuar (1 — i)8.
(1= =@@E-29+®)'=01-2 - 1)=(-2) =16i* = 16
Propostos
1464 Calcule:
a) EW c) i‘!'?r‘ e) i?ﬂﬂﬂ + iim
‘ _ -1 EiEE I 3iiﬂ
b) i*2 d) 1601 ¢ i
} } ) 3j1002 _ 5400
1465 Simplifique as expressdes:
AN+H+3-@=-®-4-1-1
b)4-B+2*%-6-1 +i%)—-7-@+i%) - 21"
1466 Ovalorde i*" + i*"*1 + i"*2 comneN é:
a) i o)1 c) —i d) =1 e) 0

Quem ¢é maior, (1 — )®° ou =2'%?
Ovalorde (1 — i)' + (1 + i)' é positivo ou negativo?

(Cescea-SP) Efetuando-se as operagdes na expressdo (1 + i)™ - (1 + i*) - (1 + i)®, abtém-se:

a) 2 +i d)2— 9
b)2—i e) 2
c) 2+ 9

(Mack-SP)Se z = i" + i™™, m € Z e i é a unidade imaginéria, entdo o nimero total de possiveis
valores diferentes de z é:

a3 d) 6
b) 4 e) maior que 6
)

A soma do complexo z = (1 — i)*® com o complexow = (1 + i) ¢ igual a:
a) 8 )0 c) —8 d) i e) —8i

s61
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4. Adicao, subtragao e multiplicacao

Sejam os complexos z, = a + bie z, = ¢ + di:

» Obtemos a soma adicionando as partes reais € as partes imaginarias.
Z, +Z,=@+¢)+ (h+di
parte parte
real imaginaria

‘(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i|

« Obtemos a diferenca subtraindo as partes reais e as partes imaginarias.
zl—zz=(a—c)+(b—d)i
S e —
parte parte

real imaginaria

‘(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)il

« Obtemos o produto aplicando a propriedade distributiva e as poténcias de 7.
zl-zz=(a+bi)-(c+di)=ac+adi+cbi+bdi2=
= ac + adi + cbi — bd =
= ac — bd + (ad + bo)i
pa:-tf: pa;e
real imagindria

‘(a+bi)'(c+di)=(ac—hd)+(ad+bc)i|

Exemplo:
Considere os nimeros complexos z, = 2 + 3iez, = 1 — 4i. Entao:

z +2,=Q+ 1)+ @3- Di z -2, = (2 + 3D — 4D
Al 2 AT Tl
z, -2, =2— 8i+ 3i— 12§
2, =2,=Q@-D+I[G- Dl 2 -z,=2—8i+3i—12: (-1
% = G SR z, - 2,=2+ 12 — 8i + 3i
Z

-zz=14-—5i
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Propostos W3-+ @+D@—i)

1472 Efetue as f,eauintes m;_::erat;ées: ) ('% + %') ' [% 5 %')
a)@3—-20)—-(01+3i) | j)(ﬁ—?i)*(ﬁ‘l'ﬂi}
b)(P+4)+ (B -2 —-@B—-10) ) (38 — 2bi) - (3a + 2bi) — (8a% + 3b%)
HDAL=3-N+D+@B+ 7D |
d) (6 +10)- (6 -1 1473 Determine o valor de x e y, de modo que
e) (@ + 30) - (2 - 3i) VIR =
YA +2)-(—=2+4D-(6 -1

1474 Obtenha o valor de m e nreais para que se
DE—4)- @+4i)—2-@—1) tenha (m — ni)? = —9i.

S. Conjugado de um niimero
complexo

Denomina-se conjugado de um nimero complexo
z = a + bi a0 numero complexo Z = a — bi.

Exemplos:
O conjugadode: z=2+5iéZ =2 — 5i

z=1—-7iéz=1+7i
Z2=3€Z=3

Propriedades do conjugado

Considerando-se os complexos z, = a + bi e z, = ¢ + di, veja as propriedades:
1* propriedade

O conjugado da soma € igual a soma dos conjugados.

z2, +2, =2, + z,

2" propriedade

O conjugado do produto € igual ao produto dos conjugados.

Z) "2 =2 ' 2,
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3 propriedade

O produto de um nimero complexo pelo seu conjugado € um nimero real nao
negativo.

z, - Z; = (a + bi) - (a — bi) = a® — abi + abi — b%? = a® + b%? €R,

Resolvido

Prove que se z = Z entdo z € R e vice-versa.

Sez=x+Yyl,entd0oZ = X — Vi
Z=Z S X+tyi=x—-yvioy==-yeoay=0c z€R

PFOpOStOS 1478 Mostre que Z = z, para todo nimero com-

<5 _ plexo z = a + bi.
1475 Escreva o conjugado de z:

az=03+Ii c)z= -8 )
b) z = 19i dDz=4i+7 1479 (UCMG) O numero complexo z, tal que
52 +Z =12 + 16i, ¢ iqual a:
1476 Sendo z = a + bi, prove que: a) =2 +_Ei d) 2 + _4i
a)z+Z=29s b)E—B! e) 3 +i
b) z - Z = 2bi ) 1+2

1477 Para quais nimeros complexos z = a + bi é 1480 Determinar os nimeros complexos 2z, tais
vdlidaaigualdadez-(Z+ 1) —=Z =5+ 4i? que z-Z+(z—2)= 34+ 10i?

[ ] [ ] oy
6. Divisao
Sejam dois nimeros complexos, z, € z,,com z, # 0. Dividir z, por z, corresponde
a obter o numero complexo x + yi, talque z, - (x + yi) = z,.

Exemplo:
2 + 3i .
= x +
T R s
(A + 2i) - (x + yi) = 2 + 3i

X—2y=2
= + (2x + =24+ 3 =
x —2y) + 2x + yi 3 {Zx+y=3
Resolvendo o sistema: x = %cy = —-——é—

Entao,

1428 A T - Ko
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Uma maneira mais pratica de dividir z, por z, consiste em multiplicar ambos
pelo conjugado de z, € aplicar a 3* propriedade.

Exemplo:

Para efetuar a divisdo fazemos:

2+31 _ 2+3)-(1-—-2i)) 2-4i+3—-6i> 8-i_ 8 1
1+2i @+2)-Q-2) 12 + 22 5. SIS

Resolvidos

1 Determinar o valor de m, de modo que o quociente Rualul

Q=

seja um numero imaginario puro.
3+ mi
Q@ —i-
@+mh)-@+1) _6+3i + Omi + mi® _
Q-D@+1 0% 4 (—=1)
_6-m+3i+9mi _ 6—m+ (3 + 2m)
4+ 1 - 5

6=t , (3 + 2m)i
5 ' 5

— e s, —

parte real parte Imaginaria

Inicialmente devemos efetuar a divisdo

—

Devemos ter:
6—m =
5

* parte iImaginaria diferente de zero =

e parte real iIgual a zero = O=m==6
3

3+ 2m
g =) =>m= o

Entdo, m = 6.

2 Determinar o conjugado do nimero complexo z = ::- + '_L

e

g

= =1 ? -

] 1 == gkl =] S
|

(=14 Q) -1+
=01+ )
T—i—Qi+ 2F
=%+ (=

Il

Il

1-9—i—9
1+ 1 s
-1 = 3 1
0 Q

Il

Entdo, Z=—— + %],

h
0
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Propostos

1481

1482

DvisAo

Efetue as seguintes divisdes:
=

) 473 5

) 337 E =5

Cologue na forma algébrica (a + bi) os nu-

meros complexos:

14i . 9]

WA= o
349 4+

43 "o

(FEI-SP) Escreva na forma a + bi o quocien-
te - |_ =

Determine o valor de x, de modo que
1 + Xi
|

seja um numero imaginario puro.

Determine o valor de y, de modo que ©

B # 4 + i = F
- humero complexo ﬁ S€ja um nume-

roreal.

(FEI-SP) A forma algébrica do numero com-

N
+
plexo z = [u) ¢:

1=
a —1—i d) —i
b) 1—1i e)1—9i
)14+

Determine m, de modo que o nimero
_ 1+ Qt
“9+m

se:ja real.

(UFBA) EJ(IStE urn nuamero real x

quociente ¢ um ndmero imaginario

‘| - 3
puro. Determine o simétrico de x.

(Fuvest-SP) Ache os valores reais de x, de
modo que a parte real do nimero comple-

_ X=
&

imaginaria).

seja negativa (/ € a unidade

, tal que o

(FE-SP)Sea=1+9i b=9— ie%+%=<},
entdo o numero complexo ¢ é:

a) 2i d)1+9i

b)1 -9 e) 3i

c)2—i

(F. E. Bauru-SP) A expressao

K= 1)'('1_09}'{'_ ~onde /¢ a uni-
dade imaginaria, ¢ igual a:

a) 1 d) —i

o) i e) n.d.a.

c) =1

(AMAN-RJ) Sendo i = +/—1, oresultado
1+ 9i

T3t Ty ¢ iels

a1 - 3 d) 3 - 31
b) % + %i e) n.d.a.
c)-%—%—i

(Mack-SP) Sejam os numeros complexos
Z,e2Z,ondez, = 3iez,z, = -9 + 6.

Entdo z, + z, vale:

a) 2 + 6i d) —-3-—3i
b) 2 — 6i e) 9i
c) =3+ 3i

(UFV-MG) Calculando a expressdo
G+ D2 (@i — D3

+ 2i, obtém-—se:

+D-=1
a) 1 d) —1
b) zero e)di—1 .
c) 4i + 1

(Gama Filho-RJ) Dados os complexos
z=ab—-3iev=6+a,a€N,beR,os
valores de a e de b para os quais tem-se
z - v= 11— 17i sdo, respectivamente:

2 9 Y,
a)3e— djaeg
b)1e1 e)5e%
g !
c}3e9
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/. Representacao geométrica de
um numero complexo

A representagao geométrica de um nimero complexo z = a + bi, ndo-nulo, é
feita em um plano, denominado plano de Argand-Gauss. Veja:

Onde:

* O plano de Argand-Gauss € xOy.
Drpsstssari ety | * O eixo real é Ox.
; * O eixo imaginario € Oy.
i * O médulo do nimero complexo é |z| ou p.
:" * O argumento do nimero complexo € 6.
'\e. F; * O ponto imagem ou afixo do numero com-
' > plexo z = a + bi é P(a, b).

Modulo de um niimero complexo
E a distancia entre a origem O € o ponto P, que € simbolizado por|z| ou p,onde:

‘p=\/az+b2|

Exemplos:
a) O médulo de z = 3 + 4i é: b) O médulodez = 1 — 2v2i é
= /32 + 42 0 = 12 (—2v2)°
p=4J9+16 p=+1+8
p=>5 Pa=D .
W
P(3, 4

u.-_--,--.—-_-

T--"*P(1, —2V2)
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Argumento de um niimero complexo

O argumento de um numero complexo nao-nulo,indicado por arg(z), € a medida
0,sendo 0 rad < 6 < 2nrad,do angulo que sigbtém girando, no sentido anti-horario,
0 semi-eixo real positivo Ox até encontrar OP

O argumento do numero complexo z = a + bi é determinado através das

B b o e . i

Para determinar o argumento do nimero complexo z = 1 + +/3i fazemos:

o |T

sen O

N | -

cos O =

el SR

ﬁ'\
2

w|a

- Determinar o médulo e o argumento dos nimeros complexos e representar no plano de Argand-

relacoes:
e b
5 )
':, ! q
Exemplo:
a=1 p = \a% + b?
b=43 p=J12_+(J§)2
pi=y1ERED
p=2
- Resolvido
| Gauss.
B a) z =3 + i

S o)z =1-J3i
= ) z=V3i+ia=v3eb=1

Médulo: Argumento:
p =ya® +0b? sen9=%=
=3’ + o

Cos § == =
p =4 p
p=g

c)z=3+3
d)z= -9

1% quadrante
8= 30°

|
2 rad

REPRESENTACAO GEOMETRICA DE UM NUMERO COMPLEXO 0
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0)z=1-4J3i, 8=

Modulo:

- =
Ij = ..llll"]; {.,,ufj}

p=2

Pl T

Modulo:

D = 1,,.|'|I3|" T 3?

P = *-..'II.|_B = 3\-"1§

d)z=-3l,a=0eb =

Modulo

]"Il = .,HI'I[IJI" + {—3]?

p=19 =3
Propostos

i
*:

Z=3+3,a=3eb=3

1496 Determine o médulo e o argumento dos se-

guintes nimeros complexos:

a)z=4+4i

b)z =-1-V3i
c)z=—3—]
a)z=+3 -
b)z=-5-15i
C)Z=—i

1498 (Mack-SP) O mddulo de

a) 0 c) V3
1
b) 1 d) 9
MNUMEROS COMPLEXOS

d)z=-=-1+Ii
e)Z=j
Hz=35

1497 Represente graficamente os complexos:

| + /3
J3 -i

e)

vale:

X
4

1e o= -3
Argumento: ‘ //ﬂ“\ : o2
. 1
 sen B = _J3 a k |
0 42 quadrante .
o1 [ 0=300°=2Frad :
cos § = 5 A
l‘r’
Argumento:
_ 3 _ 49
en 0 = 275 = 5 | 12 quadrante
'I;.
s i _ 2 G=45"'=+i:-rad
3vV2 2 X
l‘:f
-3
Argumento: * f\
sen B = _.% = =1 - 0
. ’ B=9?D“=%rad 3n
— 2
cos 0 3 0 ,
—3 -+

(Mack-SP)Sendoz, = 4 + Qiez,=1—2i,
entdo |z, — z,| € igual a:
a) 5 c) 35
b) V5 d) 10

e) 3J15

(UFAL) Se z é um complexo, tal que
z + Z = 95, entdo o médulo de z é:

a) /5 ) 545 e) 50

b) 5 d) 25 .

(Santa Casa-SP) Seja © nimero complexo
z=1+ 2i,ondex €R,. Se o médulo de
zéigual a 7, entdo x pertence ao intervalo:
a) ]—o0; 1 o) 13; 3 e) 18; +oof
b) [1; 3] d) [5; 8]

Dado um nimero complexo z = a + bi, 2
nao-nulo, mostre que:

a) |z| = 2|
o) z - z = (|z])°
c) arg(z) + arg(z) = 2n

REPRESENTACAO GEOMETRICA DE UM NUMERO COMPLEXO



8. Forma trigonométrica de
um numero complexo

Sabemos que um numero complexo tem como forma algébrica a expressio a + bi.
Veremos agora uma forma associada a trigonometria,denominada forma trigonométrica.

Seja o plano de Argand-Gauss: ¥

P(a, b)

S e

€ as razoes trigonomeétricas:

’ h
sen 6 = — entiao b=p-senb
;e |b=psnt | @
a
cos B = — entio a=p- -cosO
et~y o [sap-ent) @

Substituindo as relacoes obtidas @ e @ emz = a + bi, obtemos a forma
trigonométrica do nimero complexo z.

Zz=pcosO+i-psenB

‘ Zz=p(cosH +1i-senB) I
Exemplo:

Obtemos a forma trigonométrica do niimero complexo z = 1 + /31, fazendo:
p=1a> +b? =p = 1* + (J3)

sen9=2=§
P . 9 =60° ou 0 =~ ad
gkt 3
COS 52
(| T
Forma trigonométrica:z = 2 - (ﬂus-;; +1i- scn—?;-)

FORMA. TRIGONOMETRICA DE UM NUMERD COMPLEXO NUMEROS COMPLEXOS
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Resolvidos

1 Dado o nimero complexo z = 2 + 2i, pede-se:
a) o médulo (p) de z ¢) representar z no plano de Argand-Gauss
b) o argumento (8) de z d) a forma trigonométrica de z

g) Omédulode z: p = Jag + bt = JEQ +9° =99
b) O argumento de z:

> 9 Jo

enfP==—=———=
9 -2 i
: > Logo, 6 = 45° ou B=l;rad
g 9 Jo

2, 2)

O

:
:
i
|
: X
2

| d) A forma trigonométrica: z = 242 [Cgs T +i.sen E)

4 4
. : = on, . on
2 Calcular, na forma trigonométrica, o produto z, - z,, dados z, =5+ [cos—¢+ | * sen—
= 3% L. senE
ez, =92 (coss + 1 - 'sen 5).
—5. [cos2E +i-sen22].9- [cos3F+ - sen—="
Z:4Z25=3 (c:r::rs c + 1 sen 5) 2 (cn:}s 5+| sen 5)
5.9 [cos 2E+i-sen—2) [cos3F+i-sen-3F
Z, 2, =52 (r:n:rs, g T 1°sen 5] [r:-:::-s 5'+| sen 5]
=5 i 2 | o5 ST son-2F. sop-3K
Z, Z,=5+¢ [(ccas 5 cos 3 sen g sen 5)4- .
o BB o B o I, B,
w-(cus = *Sen - + cos ¢ - sen 5) |}
K O . 3. o oo (26, 3w
Z,*Zg=3 "2 [c05(5+ 5)+| 5en[5+ 5)]
Z, *Zo= 10 (cos:; + | “Sen )
o= =W

Generalizando, temos:

{E= 'Zy =Pyt Pyt [COS (B, +8y) + 1 -sen (B, + B’E}]]

NUMEROS COMPLEXOS FORMA TRIGONOMETRICA DE UM NUMERO COMPLEXO




Propostos

1503 Escrever na forma trigonométrica os nimeros complexos:

8)z=4J3 +i c)z=92 -9

b) z=3 + 3i d)z=J3 -

1504 Escrever na forma algébrica os nimeros complexos:

a)z=9+(cos30°+i-sen 30°

ks Loy in I
bl Z=14 [cns4+| sen‘J

i G BB 1, o B8
c)z=06 [cc:-s 4 + | * sen 4)
_ . r . I
dyz=3 [CDSQ+I seng)
1505 (UFBA) Sendo z =l—2iez = —g—ii a representacdo trigonométrica de z, — Z, é:
| 1S3 5/€%= "33 §R0 (T
PO o A N I D |
a)ﬁ_cms( 4_,:+' senk 4)- .
b) V9 | cos [-ﬂw + i+ sen F—EJ
1 Q) . 2/
o B ait,. ol
C}JQ__EDEQ+1 se:ng]
d)v@-cos (—£)+i-se.'n f__3_,£)]
L 4 . 4
E‘:)v@_cm 1 + i+ sen i
1506 (PUC-RS) O nidmero complexo 2 - [ccus 1—16—15 + i sen HTI)' escrito na forma algébrica a + bi, é:
a) 243 + | b) =v/3 + i c) =3 =i d) V3 =i e) 243 —i
1507 Calcule os produtos:
DT G N\ | ) A GO SR
a)h1ﬂ (cr:}s 8 + |+ sen 8)_ [0,8 (c058+| sen B)] '
i, Ay I W on . ..o 2m
b) _6 [cosé + i+ sen ﬁ)] _-ﬁ [ccs : + i+ sen 3)]
',;—*( . 1&)][ ( E v, Lt.)][ ( A E)]
c)_? cos 7 + i sen 7 Jo cos 7 + i+ sen 7 Vo cos Z +i-sen 7
1508 (Unirio-RJ) Seja o complexo z = p - (cos 8 + i sen B) escrito na forma trigonométrica. Entdo z - Z é:
a) 2p
o) 2p(cos 20 — isen 26)
¢) p*

FORMA

TRIGOMOMETRICA DE UM NUMERO COMPLEXO

d) p%cos 6° — isen 6%)
e) cos® 0 + isen® 0

NUMEROS COMPLEXOS
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9. Potenciacao

Para elevar um numero complexo z, nao-nulo, ao expoente natural n (n = 2),
escreve-se o numero na forma trigonomeétrica, com o modulo p elevado ao expoente
n e o argumento 6 multiplicado pelo expoente 7, ou seja:

=p"-[cos(n-0)+i-sen(n- 0)]

> A igualdade acima é conhecida como a 1* formula de Moivre.
Sez =0, entao z" = 0.

Resolvido

Dado o nimero complexoz = /3 + i, calcular z*.

Escrevendo o nimero z = /3 + i na forma trigonométrica, temos:
z=9:(cos30°+i-sen30°

logo, z' = 9% - (cos 4 - 30° + i - sen 4 - 30°)

7' =16+ (cos 120° + i - sen 120°) = Z° =1fh'(—%+i%)=ﬁ 7' =—B8 + 843 i

Propostos ) N
P 1511 (Mack-SP) (H] , 1= +/=1, éigual a:
1509 Dados os niimeros complexos, faga os cal- a)i ) 1 &) —1
culos solicitados: b) —i d) 1+ i
a) z =1+ J/3i, calcule Z°
b) z =2 + 9i calcule z* 1512 (Santa Casa-SP) Dado o nimere complexo
c) z = V3 + i, calcule z° - z=1-—i| tem-se que 19 ¢ igual a:
d} Z="1— ﬁl, calcule z8 | ' a) 9 c) é e) —9i
o 9 |
e) z = 4i, calcule z o) =
3 93
1510 (PUCCAMP-SP)O méduloenarsumentado 1513 (ITA-SP) O valor da poténcia [ J2 J 4
complexo (v3 + i)’ séo, respectivamente: | i L i
== | —Ji= | 93 -
a) 4* E%ﬂ ) 4%%‘- e) n.d.a o ) 75 )~J5 e) (v2)~ +i
8n s 5t T4 93.
b)9333 d) e b) 75 d) (V2)7i

NUMEROS COMPLEXOS POTENCIACAD




Ficha-resumo A

~ Conjunto dos nuiimeros complexos N

C={x,Y|IxERey€R)com
Igualdade: (a,b) = (c,d) & a=ceb=d
Adicao: (a,b)+ (c,d)=(@+c,b+ d

N Multiplicagao: (a, b) - (¢, d) = (ac — bd, ad + bc) 3

~ Forma algebrica N

‘ Z = a + bi l

a (parte real) e b (parte imaginaria) e i = +/~1 (unidade imaginiria).
Igualdade:a +bi=c+di & a=ceb=d

Imaginario puro quandoa =0eb # 0.

Real quando b = 0.

\_ y
~ Poténcias de i N
i’="1 it =1 i‘=—1 i’=—i
Para i* (k € Z),fazemos i* = i'"1* " = i onde ¢ é quociente de k: 4 e r é o resto,
0=sr<4.
\, J
~ Operagcoes ~

Adicao: (a+ bi) + (c+di)=(@+ )+ (b + di
Subtragio: (a + bi) —(c+ di)=@—¢c) + (b — d)i
Multiplicacdo: (a + bi) * (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + bo)i
Conjugadodez=a + biéz = a — bi.

e e il ¥
Divisao: T Z, Z, z, # 0
\ /
~ Forma trigonométrica \
N Médulo (p):|z| =p = a2 + b%; p > 0
sen 6 = D
Argumento (0): 2 » 0 (consultar a tabela)
cos B = —
2
B = _ lz=p*(cn59+i-senﬂ)'
5‘ d
\ = : P,

FICHA-RESUMO o NUMEROS COMPLEXOS




~ Operagoes

~
Potenciagao: ‘ z"=p"-[cos(n-0)+i-sen(n- 0)] |
\. '
Complementares 1520 (Mack-SP) Simplificando
@ + )% - (2 — i) ‘
1514 (Cescem-SP) Determine os nimeros reais x (=9 — )10 . (j — )’ il
e y que satisfazem a equagao: 2 1 39— i &) —5
X+ (y—3)= — 4) + Xi - E
= 3= Sy = Rk 0)2+i )5
1515 (Santa Casa-SP) Seja a iqualdade 14 (1— iy'6
14+ (@ +xi=9% —x—4iondeiéa 1521 O conjugado de 978 ¢,
unidade imaginéria. Os nimeros reais x e (1+0
y, que satisfazem essa igualdade, sdo tais a) —1 c)i e) 1
que: o) —2° d) 2°
a)y= 3x
b) x = 3y 1522 (Mack-SP) O valor da expressdo
C)xy = —3 y=i+2+P+it+P+.. +i"%¢
) x—y =g a) 1 c) —i e)1+i
BkEF=5 b) | d) -1
8
1516 Obtenha ovalorde y, de modo queonu- 1523 (FESP-SP) O valor de (-v8 - iv3) é:
mero complexo z = (—8y + 16) + i seja a) 64 c) b4 e) 256 (1 + i)
um imaginario puro. b) 256 d) 2561

1517

1518

1519

NUMEROS COMPLEXOS

(PUC-MG) O produto (x + vi) - (2 + 3i) é
um numero real quando x e y sdo reais e:
ax—3y=0

b) 2 —-3y=0
)X+29y=0
d)2x+3y=0
e)x+2y=0
Determine o valor de k, de tal forma que o

nimero complexo z = k + (k¥ — 2k + 1)i
seja um ndmero real.

Calcule o valor das expressdes, sendo |
a unidade imagindria de um numero com-
plexo.
157 1203
10 .00 | + |
ai + 2 C

) ) 7980

d) ! iH

b) 8i% + {19% + g

1524

1525

1526

1527

-

Determine o valor de xe ¥y, sendo
X+ (X +yi=-=1+4l.

(FAAP-SP) Determine ae b, se:

443
a+bi=¢t—0-

. 8 +i
(UCMG) O quociente o— ¢ igual a:
a)ili+ 8 d) 2 + 3i
b)2+i e) 3+ 2
)2+ @

(URRN) O inverso do nimero complexo
0+ é:

2 _1. _1, 2,
8)E =% g=g 5
1 . 1 :
b) 5 | e) ~5 + i
c) =2+ 1
EXERCICIOS COMPLEMENTARES



1528 (PUC-SP)Dé o conjugado do nimero com-
1+ 3i )

plexcg_i.

1529 (Cesgranrio-RJ) Determine o médulo do

complexo 2+ 3i..
-9 = |
1530 (UEL-PR) O numero real positivo k que toma
© moédulo do nlimero complexo z = %
‘ J5
igual a = &
a) 1 d) 4
b) 2 e) 5
€) 3
1+ )2

é:

1531 (Fesp-SP) O médulo de 3T 4

3 g A3 4 i 2
95 Pgs O D5 O

1532 (ITA-SP) Sejam x e ynumeros reais, tais que:
{ﬁ — 3% =1
Iy -y =1

Entdo, o nimero complexo z = x + iy é tal
que z° e |z| valem, respectivamente:

al—-ie 2 d) -1ei
b)1+ie 2 e)1+iedQ
c)lel

1533 (Fuvest-SP) Determine dois niimeros com-
plexos z, e z,, tais que [z, = 1, |zl = 1e
| Z, + 4= ) i

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1534 (UEL-PR) O argumento principal do nimero
complexo z = -1 + J3i é:

1n 5z
a) 5 d) 3

5n on
b) b e) 3
c)%

1535 Escreva na forma trigonométrica os seguin-
tes numeros complexos:

a) z =1— 3
b) z=6 + 6i
clz=1T4+Ii
d)z=3

e) z= -9

1536 Escreva na forma algébrica os seguintes nu-
meros complexos:

/
Sy & 1L I
3)z=29 b:t::::n54+r sen4)
4
.y <7, S ]
b)z=8 .FDS:B + i sen3]

1537 (UFOP) Cologque na forma a + bi o nimero

z=LE3 4 (- 13)’.

1538 Dados os nimeros complexos, calcule o
que se pede:

a) z = 4 + 4i calcule z*
b) z = V3 — i calcule 2

1539 (UFU-MG) Calcule (1 + i),

MNUMEROS COMPLEXOS
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A orbita do
planeta
Halley

Quando, em outubro de 1982, as-
tronomos do Observatorio de Monte
Palomar (EUA) detectaram pela pri-
meira vez a nova aproximacao do
Halley, ele se encontrava entre as or-
bitas de Saturno e de Urano, a 11,04
unidades astronémicas do Sol (uma
unidade astrondémica, ou UA, tem 150
milhdes de quilometros, distadncia
média entre a Terra e o Sol). A 6rbita
real percorrida pelo cometa ¢ mais
complicada do que se pensa, pois
ndo ¢ definida apenas pela atracgdo
gravitacional exercida pelo Sol, embo-
ra esta seja preponderante. A ela, so-
mam-se perturbacdes decorrentes da
gravidade dos planetas que, em mo-
vimento incessante, introduzem mu-
tacOes continuas na trajetoria dos cor-
pos que deles se aproximam. Por isso,
a Orbita calculada para um certo ins-
tante — chamada orbita osculatriz —
representa meramente aquela que
tangencia a complicada dorbita verda-
deira no ponto em que o cometa se
encontra.

Para caracterizar uma orbita sao
necessarios cinco parametros, ou ele-
mentos orbitais, mostrados na figura:
angulo de inclinacéo, distincia perie-
lica, argumento do peri€lio, longitude
do nodo ascendente e excentricidade.
Um sexto elemento, o instante da pas-
sagem do cometa pelo periélio, per-
mite situa-lo na 6rbita em qualquer
instante.
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B _ plano da érbita do cometa Halley h
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/'\ plam:lmdrbrtuduupllnctnu U
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4 P - periélio (ponto mais préximo do Sol)
-3 7 s A - afélio (ponto mais afastado do Sol)
i posico da Terra em 21/03/86 =
i (inicio do outono) ;
=80 da Terra em 09/02/86 ':'.'
B > lo do Halley)
q= 0,50 UA
m=112° :
0 = 58° .
0 plano percorrido pelo Halley em sua longa trajetéria nao colncide com o das drbitas planetérias, e o sentido do
movimento do cometa & oposto ao daquele realizado pelos planetas. A esquerda, destaca-se o trecho da orbita
do cometa nas proximidades da Terra e os cinco elementos necesséarios para definila: angulo de inclinagao (/),
disténcla periélica (g), argumento do periélio (), longitude do nodo ascendente (£, contado a partir da direcao y,
0 mmnmmmmmmlmanmmmummm Esse

(iltimo pardmetro mede o achatamento da elipse (u- i- ",mummmhm)
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O advento da era das missoes espaciais tornou muito mais severas as exi-
géncias relativas ao conhecimento das orbitas dos corpos celestes. Calculos ba-
seados apenas na acao das forcas gravitacionais apresentam pequena margem
de erro, ja detectada em 1822 na passagem do Encke, segundo cometa a ter seu
retorno previsto e confirmado, e o de periodo orbital mais curto: 3,3 anos. Neste
caso, algumas horas separavam a previsao da teoria gravitacional e a orbita ob-
servada. Verificou-se entao a necessidade de levar em conta a influéncia de for-
cas nao gravitacionais, de origem ainda obscura e sem representacao matemati-
ca formal inteiramente satisfatoria. Hoje, acredita-se que a rotacdo do corpo cen-
tral (nucleo so6lido) do cometa em torno de seu préprio eixo e a ejecao perma-
nente de gases nas partes aquecidas pela insolacao tém efeito de empuxo seme-
lhante ao de um foguete. Por isso, aplica-se sempre uma correcao semi-empirica
quando é necessario determinar com precisao a Orbita do Halley, para efeito, por
exemplo, de correcao da trajetéria das naves espaciais que vao aborda-lo. Tam-
bem serao usadas as novas posicoes aparentes captadas pela rede astrometrica
do IHW na Terra e pelo telescopio espacial norte-americano, que alimentarao
um trabalho de permanente reavaliacao de dados e progndsticos.

Fonte: extraido de Bem-vindo Halley! MATSUURA, Oscar T,
Revista Ciéncia Hoje, SBPC, v. 4, n. 21, p. 36.



