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1. Polinomios

Denominamos polindmio na variavel x e indicamos por P(X) a expressao do tipo:

onde:
* Os numeros complexosa, a,a,,..,a__, € a sio os coeficientes do polindmio.

n
* Os termos do polindomio sio: a x",a x" "' a,x" "% ..,a__ x,a_.
* O termo independente € a__.

¢ 7 ¢ um numero natural (n € N).

e A variavel é x € C.

Grau de um polinémio

O grau de um polinomio P(x) € representado pelo maior expoente da variavel x,
que possui coeficiente nao-nulo e € indicado por gr(P).

Exemplos:

¢ P(x) = x° + x* + 7 é um polindmio de 32 grau: gr(P) = 3.

¢ Q) =x + 3x* — 5x° + 2x* + x — 1 é um polindmio de 52 grau: gr(Q) = 5.

« A(x) = 7x* + x* é um polindémio de 42 grau: gr(A) = 4.

* B(x) = 5 € um polindbmio constante. Possui apenas o termo independente €
seu grau € zero: gr(B) = 0.

Valor numeérico de um polinémio

Obtemos o valor numérico de um polindmio P(x) para um nimero x = k, quan-
do substituimos a variavel x pelo numero & e efetuamos as operacoes indicadas.

Em simbolos, esse valor numérico € indicado por P(k). ;

Se P(k) = 0, diremos que 2 ¢ uma raiz do polinéomio.

Exemplos:

Dado o polinémio P(x) = 4x> — 2x* — x — 1, temos:

A P(H=4-AP-21P*-1-1 DbPEID=43-2:-3¢—-(-3)—1
PD=4:1—2:1—-1—1 P(-3)=4:(-2D—-2"9D+3—-1
Pl)=4—2-1-1 P(—3)=-108—-18+3 —1
P(1) = 0, logo, 1 é raiz de P(x) P(—3) = —124, logo, —3 ndo € raiz

de P(x)

i
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Resolvidos

1

Determinar o valor de n, de tal forma que o polinémio P(x) = (n® — 4 + x® + 9x = 3 tenha grau 2.

Para que o polindmio tenha grau 2 € necessério que (n® — 4) seja igual a zero, pois dessa forma
O termo em x* se anula.

n= 9
NN —-4=0=>n"=4 = n=+ 4"”!',
TSN = =9
Logo, n = 2oun= —%2
2 Discutir o grau do polinémio P(x) = (a8 — 2)x° + ax* + 3, em funcéo de a.
O maior expoente da varidvel x € 3, no caso de o coeficiente de x° ndo ser nulo, logo:
esea—2#0 0ouseja a2 entdogr(P) =3
esea—2=0,ouseja, a=2 temos P(x) =(2 — x° + & + 3 = W® + 3, entdo gr(P) = 2
3 Dado o polindmio P(x) = 2x* — 3x + k, determinar o valor de k de modo que a raiz de P(x) seja 4.
Sendo 4 raizde P(x), temosP(4) =0 = 2 -4 -3 :44+ k=0
2-12+k=0
k= —20
4 Determinar o polindmioP(x) =ax + b,coma #0eP(—-1)=1eP(3) =
O problema consiste em determinar o valor de ae b.
P(-1)=1=a(-1)+b=1= -a+b=1
P3)=9=a3)+b=9=234+0=9
Resolvendo o sistema:
D [-a+b=1 -3 -33+3b =3
| =
@1_361"5:::‘;' Ja + b=9
db=12 =b=3
Substituindo b = 3 ern@, vem: —a+3=1=>a=9
Logo, P(x) = 2x + 3.
Fropostos 1542 Dado o polinémio
| P(X) = —4x* + 9x* + x — 1, calcule:
1540 Dé o grau dos seguintes polindmios: a) P(1) c) P(=3)
) PX) =5¢ +x— 4 b) P(2) d) P(0)
b) P(x) = —6x* + x> + 2x = 1 1543 Sendo o polindmio P(X) = 4x% + x — n,
c) P(x) = 8% + 2x determine o valor de n, sabendo que 1 é
d) POO) =5 — X7 + X8 + ¢ + 3 B iz ce P(x).
e) P(x) = x 1544 Dado o polindmio P(x) = mx® — n, deter-
f) P(x) = 7 mine o valor de me n, sabendo que
PN =-7eP()=
1541 thenniqe o valor de &, de modo que o 15@ Seja o polindmio P(x) = ax? + 9x — b, de-
polindmio P(x) = (a® — x* + 3x° + D + x ~ termine o valor de a e de b, sabendo que
tenha grau 3. . P(@=6eP(3)=13.
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Discuta o grau de cada um dos polindmios

em fungdo de a.

a) A(x) = ax* — 3ax’

b) BX)=(a—2x%+(@— 1)x+ 3

AP =@"—4a+3)C+@— 1)+
+ax + 1

(UFRGS) Se P(x) € um polindmio de grau 5,
entdo o grau de [PCOP + [P + 2P(x) é:
a) 3 b)8 )15 d)20 e) 30

248 (PUCCAMP-SP) Dado o polindmio

PX)=x"+x""14+ . +xX+x+3sen
for Impar, entdo P(—1) vale:
a)—1 b)0 ¢)2 d) 1 e) 3

1549 (Fuvest-SP) Um polindmio
| PxX) = + ax® + bx + c satisfaz as seguin-
| tes condigdes: (1) = 0, (—x) + P(xX) = 0,

qualquer que seja xreal. Qual o valor de P(2)?
)2 b)3 ¢4 d)5 _e6

2. Identidade de polinomios

Polinomios idénticos
Considerando dois polinémios, P(x) e Q(x), dizemos que esses polindmios sao
idénticos se, e somente se, 0s coeficientes dos termos correspondentes, forem iguais.

Px)=2a. +ax +ax’+..+ax"
Scndn:{ 2 : . B

[€mos:

QX =b, + bx + b,x*+ ... + b_x"

PxX)=QXx) & a,=b, a =b,a,=b,, ..,a =b

n

Sendo os dois polindmios idénticos, para qualquer valor de x eles assumem o

mesmo valor numérico:

P)=Qx = PP)=QM, ¥PBeC

Exemplo:

Dados os polindmios idénticos P(x) = ax* + 3x =8e Q(x) = 4x* + 3x + b
e sendo P(x) = Q(X), temos:a=4eb = —8.

Polinémio identicamenite nulo ’
O polindmio P(x) = a, + a,x + a,x* + ... + a_x" serd identicamente nulo se, e
somente se, todos os seus coeficientes forem nulos (3, =a, =a, = ..=a = 0). Em

simbolo: P(x) = 0.Para o polinémio nulo nao se define grau.

Exemplo:

Dado o polindmio P(x) = (k + 3)x* + (p — 1)x + 8, temos:

P(x) = 0 para {

POLINOMIOS

k+3=0=k=-3,¢
p—1=0=p=1
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Resolvido
Determinar &, be ¢ para que o polindmio P(x) = (a + 3x* + (3b — 9)x + ¢ seja identicamente nulo.

Basta igualar cada um de seus coeficientes a zero:

a4+ 3=0=a==3
3Ib—-9=0=3=90=0=3
c=1{

Propostos

1550

1551

1552

1553

1554

Determine a, b e ¢ para que o polindmio
P(x) = (a — 8)X° + (5b — 15)x® + cx, seja
identicamente nulo.

Determine m, ne t para que o polinbémio
PX) = (3m + 2)x* + (8n — 1)x — t seja
identicamente nulo.

Calcule os valores de ke p, de modo que
o polindmio P(x) = (k¥ — 1)x* + px + 3
seja identicamente nulo.

Calcule a e b, de modo que os polindmios
P(x) = (28 + 6)X° + (3b — 4)x°e
Q(x) = x* + 3x® sejam idénticos.

Sendo os polindmios P(x) = x* + 2ax + b
e Q(x) = (x — 3)° idénticos, determine os

~ valores de ae b.

3.

il

1555 Sabendo que os polindmios P(x) = mx® — tx

e QX) = x(x* + 8) sdo idénticos, calcule
os valores de me t.

Determine g, b, ¢ e d, de modo que o polind-
mioMX) = (@ —b)x + (b + c)x® — cx —
— 2% + d seja identicamente nulo.

(Osec-SP) Sejam os polindmios
f(x)=ax® — &%+ 1,9x) =x+2e

h(x) = x* + bx® — 3x + ¢, os valores de s,
be ¢, tais que f - § = h sdo, respectivamente:
a) —1;,2e0 d) 1;,0e?
b)0;1e? e)2% -1el
c)l—-1e?

Obtenha os valores de m e n para que os
polindmios sejam idénticos.

aAPX)=(1-mx*—8x+3e
Q)= -3+ (@0 — x + 3

B) PO =xE+ mx —ne Q) = (x + 27

Adicéao e subtrac¢ao de polinomios

A soma de dois ou mais polindmios € o polindomio cujos coeficientes sao obtidos

adicionando-se os coeficientes dos termos que apresentam 0 mesmo grau.

F\E.‘J!t:r-‘«

Exemplo: :
P(O =3~ 2 o AxF T
Q@) = iix'i= Gixti+ 2'x’-:__43 + 1]

PX)+QX)=0@G+Hx*+ (-2-6)x*+ A +)x*+ @ —-Hx+ A+ D=
=7x' - 8x> + 3x* + 2
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De forma analoga, a diferenca de dois polinomios € o polindmio cujos coeficien-
tes sao obtidos subtraindo-se, numa certa ordem, os coeficientes dos termos que
apresentam O mesmo grau.

Exemplo:
P(x) =i2ix *'—"3 x i x%— 2ixi+ 1
Q) =2ixfi— ixPitix® :I:__jx{:f:éj

P(X)— QX)) =R — 2)x“+( 34+ DX+ A -DxX*+(-2-Dx+A—-3)=
= =2%"—3x— 2

» A soma ou a diferenca entre dois polinOmios nao tem, como grau, necessaria-
mente, a soma ou a diferenca dos graus desse polindomios.

Resolvido
SendoPX) = — X + x* + x + 3e Q(X) = x* + 2* — x + 3, calcular:
a) P(x) + Q(x) c) Q) = P(x)
P(x) = Q X' 1— :x: ::; '_F' X +3 Qx) = i+ Q X2 =X | "-d'-. 3
Qx) = :-: J: IQ:=~: —l:-: r3 P{xj=9-:.}=_:‘:;li—_.;-: : MK w:a-:+3
P(x) + Q(x) = 2x* + 3:: - 6 Q(x) — P(x) = =2 + ¢ + x* —
b) P(x) — Q(x)
P(x) = Qh“’ =% 54“*'}:"—’ ';x‘:-: 43
C}’ﬂ:é,i II" Qx -:-:+3
P(X) — Q(X) = 2X* — *2:{ — X¢ + 9x
Propostos .
1559 Sendo P(x) = 5% + 3x2 — 5x + 8e Q(X) = X* + &* — x + 8, calcule:
a) P(x) + Q(x) b) P(x) — Q(x) c) Qx) — P(x) d) Q(x) + P(x)

1560 ConsidereP(x) =" + 3¢ +4x+ 1. QX) =2 + 5% —x—3eGXx) = —* — X* + x— 10
e calcule o grau dos seguintes polindmios:
a) griP(x) + Q(x) + G(x)]
) 9P + Q(x) — G(X)]
c) grPXx) — Q) — G(X)]

1561 Dados os polindmios A(x) = 6x° + mx* — ?r Bx) = =+ Ix+neCx) =px — 7x — 1,

calcule m, ne p para que C(x) seja a diferenga entre A(x) e B(x), nessa ordem.
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4. Multiplicacao de polinomios

Para se obter o produto de dois polindmios faremos, inicialmente, a multiplica-

¢do de cada termo de um deles, por todos os termos do outro. Posteriormente, fare-
mos a adicao dos resultados.

Exemplo:
PX)=x*—-xeQX) =-x*+2x+5

e

multiplicando, temos:; (x* — @ 5)

—x*+ 2x° + 5x* + x> — 2%* — 5x
Adicionando os resultados:

—x*+ QR+ Dx*+(5-2)x* - 5x= —x* + 3x* + 3x% — 5x

» O grau do produto de dois polindmios nao-nulos € a soma dos graus desses

polinOmios.
i
Resolvido
Sendo P(x) = x> + ¥ e Q(x) = x* — x* + 2 — 1, calcular:
a) [P(x)? L) P(x) - Q(x)

—

i Fﬂ_,ﬂ—f""'__ T O
O + %) » (O + ) ] '
L

Q 2 : > N ‘1__. 5 1
= 7 (" + %) (X — x4+ DA — 1)
r C E A i i d
X" 4+ %7 4+ %7 4+ 4x M / ,:“’ i
(POOF = x° + 4x° + 4x° o

X' — %0+ O — 5 + W — O+ HE —
PO * QX)) =X + x° — ¢ + ¢ + 3 — 9¢°

Propostos 1563 Sendo P(x) = 7x* — 8 + 6x — 5x + 10,

Q) =X+ 4eGX) = —=3x* + ¢ + 4

1562 Considere os polindmios P(x) = x* — x, + + x + 1, calcule o grau dos polinémios:

Q) =3x*+ 6 —x2+ 2 — 4 ecalcule: | | @) gIQX)P
a) (PP - B) glQM) - G(X)]
b) P(x) + Q(X) - ©) grfPX) - Qx)]

MULTIPLICACAD DE POLINOMIOS
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S. Divisao de polinomios

Considere dois polinomios, A(x) € B(x), sendo B(x) um polinémio nao
identicamente nulo. Ao dividir A(x) por B(x) encontramos os polindomios Q(x) e
R(x), tais que:

quociente resto

et it

AX) = Qx) *© B&X + RX
\—.‘.,—r" \-_,',._-l"
dividendo divisor

Indicando na chave, temos: A(x) | B(x)
Rx) Q)

Observe que:
* 0 grau de Q(x) € igual a diferenca dos graus de A(X) e de B(%).

* 0 grau do resto R(x) para R(x) nao-nulo serd sempre menor que o grau do
divisor B(x).

* se a divisdo € exata, o resto R(x) € nulo, ou seja, 0 polindmio A(x) € divisivel pelo
polinomio B(X).

Método da chave

Para dividir o polindmio A(x) = 4x° + x* + 9 + 4x* pelo polinémio
B(x) = x* + x — 1, adotamos um procedimento analogo ao algoritmo usado na
aritmética.

1 passo Escrevemos os polindmios dados na ordem decrescente de seus expo-
entes, e completamos o polindomio com termos de coeficiente zero.
A =x*+4+4x*+0x+9eB@) =x*+x—-1

2% passo Dividimos o termo de maior grau do dividendo pelo termo de maior
grau do divisor. Obtemos, assim, o primeiro termo do quociente. A
seguir multiplicamos o termo obtido pelo divisor, e subtraimos esse
produto do dividendo.

AR I‘J"l

x"+4x3+4x2+ﬂx+9‘x2+x—l

— 3 - X W X x*
3x> + 5x*
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3% passo Caso a diferenca obtida tenha grau maior ou igual ao do divisor, ela
passa a ser um novo dividendo. Repetimos, entao, 0 processo a partir

do 2° passo.

a0 +4x2+0x+9 | x2+x—1

—x' — x* + x? x? + 3% + 2
3% + 5%x% + 0x

Logo, obtemos: quociente: Q(x) = x* + 3x + 2
resto: RX)=x+ 11

Resolvidos

1 Na divisdo de um polinémio D(x) pelo polindémio d(x) = x* + 1, encontramos © quociente
Q(x) = x* — 6 e oresto R(x) = x + 6. Determinar D(x).

De acordo com o enunciado, D(x) = Q(x) - d(x) + R(x), entdo temos:
Dx) = (x* — 6) - 0¢ + 1) + x + 6, ou seja,
D(x) = x* — 5¢ + x

2 Obter o valor de k de modo que A(x) = x* — 3x + k seja divisivel por B(x) = x — 1.
A —3x+k |x-1

—,x‘-f+x X -9
—2% + k
-i-j{—g .
K—2

Para que A(X) seja divisivel por B(x), o resto R(x) deve ser igual a zero. Logo k = 2.

3 Obter o polindmio A(x) tal que A(x) : B(x) = B(x) : C(x), dados B(x) = —3x + 6eC(X) = x — 2.

AX) : E(J{) — B(K) : C(K) = A(K) — - B(H} « B(%): C{J{) gxi" — 36x + 36 [ N o

B(x) « B(X) = (=3x + 6) = 9x® — 36x + 36 —0x% + 18x Ox — 18
—18x + 36

Efetuando a divisdo pelo método da chave, temos

A(X) = 9x + 18. 8% — 36

0
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¥ i fOpOStOS 156q Determine o polindmio D(x), sabendo que
SIS 1 a divisdo de D(x) por B(x) = 2x + 3 tem
| -".‘_'__ZI_'_"L_‘. Obtenha o QUGClEHtE Q(x) e O resto R(X), L I cOomo qugmgnte Q(x) X — 4 eresto |5ua|
~ nadivisdo do polindmio A(x), pelo poli- | [ a zero.
| nbémio B(x), em cada caso: .

I;I -.-;QII: = ==
e a) AX) = x" — 3x — 4 Obtenha o valor de m, de tal forma que o

e B(x)=x+1 polinémio A(x) = x* — 5x + m seja divisl-
DA =X+ X —-11x+ 10 vel por B(x) = x + 3.
il B(x)=x—-2

C) AX) = 3X: = Pxi= 6 Determine o valor de k, sabendo que ©
B(x) = 3x* — 2 polinémio D(X) = ¢ + 8x% + 4x — k é

N d) AX) = 7x¢ - 8 divisivel por B(x) = 2x + 2.

B B(x) =x—3
@) A =xF = 5% + x (FGV-SP) Seja Q(x) o quociente da divisdo
b BO) = x® + 1 do polindmioP(x) = x° — 1 pelo polindmio

L F)AK) = 196 + 4@ — 13x + 6 d(x) = x — 1. Entdo:

BOX) = 6x° — 3x + 1 a) Q0)=0
i b) Q0) <0
565 Na divisdo de um polindmio A(x) por &) QM) =0
B = x* — &% + 1, encontramos como
~ quociente o polindmio Q(X) =x — 2 e d) Q(=1) =1
como resto R(x) = x + 1. Determine A(X). e) Q1) =6

Teorema do resto

De acordo com a defini¢ao de divisao, temos:

quociente resto

\ /
- P(X) = (x — a) - Qx) + R(X),onde R(x) = k (constante), pois gr(x — a) = 1

P@)=(@—a)- Q@ +k = P@) =k
*-_.,4..._.-'

0
Logo: R(x) = P(a)

Exemplo:

O resto da divisdao do polindmio P(x) = 4x>® — 2x* + x + 1 pelo bindémio
(x — 2) € dado pelo valor numéﬂcﬂ do pnlinﬁmiu P(X) para x = 2, ou seja,
para x igual 2 raiz do binémio.

P(2) = 42 — 22> + 2 + 1 =,_:
Logo,o resto é RX) = 27.
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Teorema de D’Alembert

A divisao de um polindmio P(x) por um binomio
(x — a) €é exata se, € somente se, P(a) = 0.

Pelo teorema do resto, temos que R(X) = P(a).
Se a divisao é exata e R(x) = 0,entao P(a) = 0.
Se P(a) = 0, entao R(x) = 0, logo a divisao € exata.

Exﬂmpln: ; 1 G N L
A divisao de polindmio P(x) = x> + x> — 11x + 10 pelo bindmio (x — 2) é
exata, pois:

PR)=2*+2*-11-2+10
P2)=8+4—22+ 10
P(2) =0 .

Divisdo de um polinémio P(x) por (x —a) *(x —b)

Sendo o polindbmio P(x) divisivel porx —aeporx — b
com a # b, entao P(X) é divisivel por (x — a) - (X — b).

Como o divisor (x — a) * (x — b) € de grau 2,0 resto serd no maximo de grau 1,assim:
P =E—a)x—Db) QX)+mx -+ q

Como P(a) = 0: -

P@)=@—-2) -@—-b)'Qa)+m-a+q=0=>m-a+q=0 (1)
: . J

Como P(b) = 0:

PG)=(h - (b-b) Qb)+m-b+qg=0=m-b+q=0 @

0

Subtraindo, membro a membro, @ de @, temos:

m:at+tq-—(@mb+q=0

m:<ad g —tmeb—=g=10

m@-—-b)=0

Comoa#b,a—b#0,entaiom = 0.

Substituindkom = 0em (II): m-b+q=0
0O-b+q=0,entaioq=0
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Portanto, o resto R(x) = mx + q € identicamente nulo e P(x) é divisivel por

(x—a)* (x - b).

Exemplo:

O polindémio P(x) = —x’ + 2x* + 5x — 6 é divisivel por (x — 3) * (x + 2),
poisP3) = —3>+2(3)*+5:3—6=—27+ 18+ 15— 6= 0, isto €, P(X)

¢ divisivel por (x — 3).

P(—2)= —=(=2)*+ 2 (—=2)*+ 5 (—2) — 6 = 0, de onde concluimos que

P(x) € divisivel por (x + 2).

Logo, o polinémio P(x) é divisivel por (x — 3) * (x + 2).

Resolvidos

1 Determinar o valor de m, de modo que a divisdo do polindmio P(x) = 4%’ — x* + mx + 3 pelo

oindmio x + 2 tenha resto igual a 7.

Para achar o valor de m, basta aplicar o teorema do resto:
(=2) =4 - (=8Y = (=2F + (=) +3 =7

4 - (-8)—-4-9m+3=7
-4 —-9IM+3J=7
-2m=7+33 = m=-20

2 Obter o valor de k, para que o polindmio P(x) = 2x* + k¢ — 6x° seja divisivel pelo bindmio x — 1.
Para que a divisdo de P(x) pelo bindmio seja exata, devemos ter que P(1) = 0 (Teorema de

D'Alembert):

D =2- (1) +k- (1P -6(1*=0
Q+k—6=0

k = 4

Propostos

1570 Determine o resto da divisdo do polindmio
D(x) pelo bindmio A(x), nos seguintes casos:

a) D(x) = 2 + x*

AX) = (x — 92)

b) D(x) = 4x° + 3x® — X
AX) =X+ 1)

c) DX) =+ 2
AX) =(x + 4)

d) D(x) = =5x* + 3 + x® = 1
AX)=(Xx=-1)

PoLNOMIOS

1571 Calcule m, de modo que a divisdo do
polindémio P(x) = 3x* + mx — 2 pelo
bindmio x — 3 tenha resto igual a 5.

1572 Encontre o valor de k para que o resto da
divisdo do polindémio
P(x) = =2* + kb + x% — 1 pelo bindémio
X + 2 seja igual a 10.

1573 Obtenha y, de modo que o polindémio
P(x) = x2 — v& + x — 3 seja divisivel por
(x — 2).
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1574 Qual o valor de p, sabendo-se que o polindmio P(x) = 2x* — 3x* + px — 4 ¢ divisivel pelo
binémio x + 37

1575 Determine de m e n, sabendo-se que os restos das divisdes de P(x) = —x* + 3x* + mx — n
pelos binémios x + 1 e x — 1 sdo, respectivamente, 1 e —35.

1576 A divisdes do polindmio P(x) = 3x* + ax + 8 por (x + 2) e (x — 3) possuem restos iguais.
" Determine o valor do paréametro a.

1577 Mostre que o polindmio P(x) = —n + x* + x* + x° + ... + x*" é divisivel por (x + 1).

Dispositivo prdtico de Briot-Ruffini
O dispositivo de Briot-Ruffini nos permite encontrar o quociente € o resto da
divisao de um polinémio P(x) de graun (n = 1) por um binémio x — a,sendo (n — 1)
o grau do quociente.

Exemplo:
Efetuar a divisio (3x> — 8x* + 5x + 6) :(x — 2).
1% Passo:

Determinamos a raiz do bindmio x — 2, que € o numero 2. Colocamos a raiz
do lado esquerdo do dispositivo e, do lado direito, os coeficientes de todos
os termos do dividendo, em ordem decrescente de expoente.

raiz do coeficientes do

binomio dividendo
——| -

[ Brits 56

2% passo:

Abaixamos o primeiro coeficiente do dividendo; em seguida, multiplica-
mos esse coeficiente pela raiz e somamos o produto ao 2° coeficiente do
dividendo escrevendo o resultado obtido abaixo deste.

ofé
P e o,
2|3 -85 6 2 |3 -8 5 6
1 ;\"""3 "2 .
3 322 4 (=8) =t

3% passo:
Multiplicamos o resultado obtido pela raiz e adicionamos o produto ao
32 coeficiente. Repetimos o processo até o ultimo coeficiente.

} +
T W 2 — el
2 =856 2 e
e R —
X =2°'2T>=1 X 1:2+6=8



Concluindo, os trés primeiros nimeros obtidos sdo os coeficientes do quo-
ciente. O ultimo numero obtido € o resto da divisao.

2 |E3e =B RaS 6

o e ) W
coeficientes  resto
Ou seja, do quociente

quociente: Q(x) = 3x* — 2x + 1
resto: R(x) = 8

» note que o grau do quociente € sempre uma unidade inferior ao grau do
dividendo

Resolvidos

1 Determinar o quociente e o resto da divisdo do polinémio P(x) = 4x° + 8 — 3x¥porx + 1.
Inicialmente, observamos que falta o termo em x no polinédmio P(x) = 4x® + 8 — 3x* e, alem
disso, nao ha ordem nos termos. Devemos, entdo, completa-lo com 0x e ordena-lo:

P(x) = 4> — 3x®* + Ox + 8
Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini:

raiz do coeficientes do

bindmio dividendo
e —— ' i A
-1 | 4 -3 0 8
| § =¥ .7 %
L " "l-_.._-'
coeficientesdo  resto

Obtemos o resultado: quociente

quociente: Qx) = HE — Tx + 7

resto: R(x) = 1 "

2 Obter o quociente e o resto da divisdo do polindmio P(x) = 6x° — 2x* + 3x + 2 pelo bindmio
o — 1.

O dispositivo de Briot-Ruffini e aplicdvel apenas quando o coeficiente de x no bindmio for igual
a 1. Usamos, entdo, o sequinte artificio:

P(X) = (2x — 1) - Q(X) + R

1

P(x) = Q(}{ =i §

] . Q00 + RX)
P(x) = (x . %] . 9Q(X) + R(X)
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1578 Utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini, de-

DVISAO DE POLINOMIOS

Observamos que, na divisdo de P(x) por [:-: - l), O quociente aparece dobrado. Devemos,

9
entdo, dividir por 2 os coeficientes desse quociente e conservar o resto.
Las 2 3 @
Q
7 g -
T e
0 2 4
B 2 I|'_il"_.
dividir por 2 o resto ndo se altera

s - 5 t .
Dividindo-se por 2 os coeficientes encontrados, e conservando-se o resto, temos que 3, 5¢7

sdo os coeficientes Ao quociente e -14—5 o resto.
i T 7

quociente: Q(x) = 3x™ + X+ 7

resto: R(x) = %

 Um polindmio P(x) dividido por (x — 2) dé resto 4 e dividido por (x — 5) dé resto 6. Obter o
resto da divisdo de P(x) por (x — 2) * (x — ).

Pelo teoremadoresto, P(2) =4eP(5) =6, sendoPX)=x—2) - (x—5) - QX) + ax + b.
Fazendo x = 2, temos:

D =(2-2 Q-5 QD+%+b=4=%+b=4 (1)

0
e
P =G5B-2-65-5-QB8)+58+b=6=>5+b==6 @
0
Qa+b=4
Resolvendo o sistema: @ 3= - eb = 8
sa+b=6 () 3 3
_2 .8
R(X) = 3:~: + 3
iP ropostos 1579 Encontre o quociente e o resto, em cada

divisdo do polinémio D(x) pelo binémio
B(x), utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini:

termine o quociente Q(x) e o resto R(x), na ) D)= — 4E +x— 3

- divisdo do polinémio D(x) pelo binémio | B(x) = (9 — 1) .
- B(x), em cada caso: NPT
D) = - Tx+ 12 0) D(x) = —0x" + X" —x — 4
| B(x) = (x — 5) B(x) = (2 + 1)
BIDX) =X+ —x+ 3 DX =X +2¢ =+ 1
B(x) = (x = 1) . B(X) =(x—3)
) D(x) = 4%’ — ¢ + 3x — 1 d) DO = 5 + 3x — 1
B(x) = (x + 2) — (9 + 3)
d) D) =x* + ¢ + x — 6 =L
BO) = (x — 3)
e) D(x) = 4x’ — 3x + 4 1580 Determine o resto da divisdo do polinémio
B(x) = (x — 4) PO =23 -3+ x— 4 por M(x) =x— 3.
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1581

1582

1583

1584

1585

Encontre o quociente da divisdo do
polindmio x* + 6x* + x + 6 pelo bindmio
X+ Q.

Qual € o coeficiente do termo em x, no
quociente da divisdo de 33 + %2 — x + 1

por (x — 4)?

Determinar o valor de k de modo que a
divisdo do polindmio P(x) = 3x* + x — 4
pelo bindmio (x + k) seja exata.

Um polinémio P(x) dividido por x + 2 dé
resto 3 e dividido por X — 3 d4 resto 5.
Obtenha o resto da divisdo de P(x) por
X+ 2) - (x— 3)

(UFBA) Na divisdo de um polinémio pelo
binémio ax + b, usou-se o dispositivo pra-
tico de Briot-Ruffini e encontrou-se.

| 1 8 -2 4 -5
—9|q—-45r?

Os valores de g, b, p, g e rsao, respectiva-
mente:

a1,=2 1, =6eb
)1, =2, 1,1e4
c)1,2 —2 —2e =6
d)1,2,1, —4e4
e)1,2 -2 1e -6

(Cesgranrio-RJ) O polindémio x® + px + q é
divisivel por x* + 2x + 5. Os valoresde p e
q sdo, respectivamente:

a)2eb d)1e-10
D)5e? e)3eb
&)y leS

(Cesgranrio-RJ) O polindmio
x> + 2 + mx + n ¢ divisivel por
x* +x+ 1.0 valorde m + n é:

a) =3 d) 2
o) -1 e) 3
c)

(UCMG) Se o polinémio
x* — 4 — 10x° + ax + b é divisivel por
x? — x + 5, entdo a + b ¢ igual a:

a) —90 d) 5
b) —87 e) 10
c) =10

PoOLINOMIOS

(Osec-SP) Os valores reais de me n, para
0s quais o polinémio

(x* = x* + mx® + 4x + n) seja divisivel por
(x — 1) - (x — 5), valem, respectivamente:
8) —6e -5

b)6e -5

c)b6eb5

d)—=6e5

e) nenhuma das anteriores

(UFRN) O resto da divisdo de x* — 1
por x + 1 & igual a:

a) —2 d) 1

b) —1 e) 2

¢

(Osec-SP) Um polindmio inteiro em x,
quando dividido por x + 2 da para resto 5
e quando dividido por x — 2 d& para resto
13. Entdo, o resto da sua divisdo por

X2 — 4 vale:

a) 18 d) Ox + 4

b) 65 e) X+ 9

C) 2x + 4

(EEM-SP) Dados P(x) = 29x° + Ax + 3B
(A e Bconstantes) e Q(x) = x* — 3x + 0:

a) divida P(x) por Q(x)

b) determine A e B para que a divisdo seja
exata

(Fuvest-SP) Dividindo-se um polindmio P(x)
por (x — 1)°, obtém-se um resto que, divi-
dido por x — 1, dé resto 3. Ache P(1).

(Santa Ursula-RJ) Se x™* + 1 é dividido por
X — 1, oresto é:

a) 1 d) 2

b} —1 e) 13

c)0

(Fuvest-SP) Dividindo-se o polindmio p(x)
por 2x? — 3x + 1, obtém-se quociente
3x* + 1 eresto —x + 2. Nessas condicdes,
O resto da divisdo de p(x) porx — 1 é:

a) 2 d) -1

b) 1 e) =2

c)0

DvISAO DE POLINOMIOS



6. Equacoes algebricas

Chama-se equacao algébrica ou polinomial toda equagao redutivel a forma

n
aXx + a _

x"1 + wtax+a, =0

coma_ # 0, sendo a,a _
grau da equacao.

-y 4, @) € X numeros complexos, n € N* e sendo n o

Raiz ou zero de uma equacdo algébrica

Raiz ou zero de uma equacao algebrica € o valor de x que a verifica.

Exemplos:
a) Na equacio x° — 3x — 10 = 0O:
—2 éraiz, pois (—2)) —3:(-2)—-10=44+6—-10=0
7 nao € raiz, pois 72 — 37— 10=8 # 0
b) Na equacio x° — 6x* — x + 30 = 0:
3 éraiz, pois3* — 6 (3> —3+30=27-54—-3+30=0

Resolver uma equacao algébrica € determinar todas as suas raizes que, assim,
formam o conjunto solucao ou o conjunto verdade da equacao.

Exemplos:
a) A equacao 3x — 6 = 0 possui como conjunto solucao § = {2}.
b) A equacio x* — 5x + 6 = 0 possui como conjunto verdadeV = {2, 3},

Teorema fundamental da Algebra

Toda equacao algébrica P(x) = 0 de graun = 1
admite, pelo menos, uma raiz complexa.

Decomposicdo em fatores do 1° grau

Com o auxilio do teorema fundamental da Algebra, mostraremos que um
polindmio de grau n = 1 pode ser decomposto em um produto de fatores do 1° grau.
Vejamos:

PoLINOMIOS
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Seja a equacao polinomial de graun = 1:
P)=ax+a. &4 o Faxtd ax +a,=0

Pelo teorema fundamental da Algﬂbra, existe um numero X, tal que P(x,) = 0.

Assim:
‘ PO = (x — X)) Qx) =0 l @

Concluimos que x — x, = 0 ou Q,(x) = 0. Sendon > 1, Q,(x) niao € um polindmio
constante. Logo, ele admite uma raiz x,, tal que:

Q,(X) = (X — X,) * Q,(%) (i)

Substituindo @ em@, temos:

P) = (X~ X)) (X— X)) Q) =0

Procedendo do mesmo modo, podemos escrever:

P(x)=(x-—xl)-(x—xz)*(x—xa)-...-(x—xn)-Qn

Sendo Q_ uma constante e a_ o coeficiente de X", pela identidade de polindmios
temos Q = a . Logo:

PE)=aX—X )@ —X)" (X~ xa) ' R)

Exemplo:

Considere o polinémio P(x), 2x> — 8x* — 2x + 8, cujas raizes sio x, = —1,
x,=1lex,= 4, Colocando P(x) na forma fatorada, temos:

PX=2x+1D) -1 -4

Resolvidos

1 Colocar o polindmio P(x) = x* + 4x* + x — 6 na forma fatorada, sabendo-se que uma raiz é o
numero 1.

Sendo 1 raiz do polindmio P(x), temos que P(1) = 0. Entdo, baseando-se no Teorema de
D'Alembert, P(x) € divisivel por x — 1.

Com o auxilio do dispositivo de Briot-Ruffini, temos: 1 ‘ I & 1 i=6

1 & &% 0

i %
- -

coeficientesde  resto
Q. (x)
‘ Q) =x*+5x + 6

.
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entao,

k) ={%= 1) 'Q00

PO =(x— 1)« (xX* + 5% + 6)

Como Q,(x) ¢ do 22 grau, podemos resolver a equacdo x* + 5x + 6 = 0 e determinar as outras

raizes,
}{E + 5 +6=0
A=

Logo, X)) =X —1) - X+ 2)- (X + 3)

2 Resolver a equacdo P(x) = x* + x> — I® — x + 6, sabendo-se que 1 e —3 sdo raizes.

Uma das raizes de P(x) é 1.
1] 1 1 =7 -11i6

X' 4+ W =5k —6=0
Como —3 éraiz de P(x), também éraizde x> + % — 5x — 6 =0

-3 [ 1 8 =5 i-%
| =1 -8 0

- -t N

XX —x—92=0
Resolvendo a equagdo x* — x — 2 = 0, obtemos as outras raizes.
X! —x-2=0
A=9
EE e 5T
. ™~ X" =2
Portanto, o conjunto solucdo da equacgao é:
S={-3 -1,1,9
3 Determinar o polinémio de 32 grau, cujas raizes sdo —1, 3i e —3i, sendo o coeficiente de X igual a 2.
Como PO) =8¢ — X,) - (% — %) ik —Ka) = siom (X — % ); '
temos P(x) = 2x + 1) + (x — 3i) « (x + 3i). Entdo, P(x) = 2 + 2 + 18x + 18. .
: P ropostos 159? Sabendo que —1 e 1 sdo raizes da equa-
i qﬁux‘ +x3 — Ix¥ — x + 6 = 0, determine
596 Cc:-loque na forma fatorada o polinémio 0 conjunto solugéo.
1.’*_ Px) = x* = 7x* + 7x + 15, sabendo que "’Il
. umaraiz é>s. 16ﬂﬂ As rafzes de um polinédmio de 42 grau sdo
1597 Umaraiz de P(x) = 3x¢* + ¢ — 18x — 24 ¢ 2. . 3, 2,1, % e o coeficiente do termo x*

i ~ Cologue esse polindmio na forma fatorada.

€92 Qual é seu polinémio?
1398 Resolva a equacdo X* — 7x + 6 = 0, sa-
bendo que uma das ralzes é 2. it

59
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a)p=—-—1—- c)p=0ocup=-1

b)p=0oup =1 d}p=-ja;

Determine o valor de k na equagao
o + 6x% + 7x + k = 0, sabendo que
—4 ¢ raiz.

Determine a e b na equagao
o + ax® + bx — 2 = 0, sabendo que

%e —9 sd0 raizes.

(FGV-SP) Num polinémio P(x) do 32 grau,
o coeficiente de x* é 1. Sabendo que
P(1) = 0; P(2) = 0e P(3) = 30, calcule o

valor de P(—1).
(EEM-SP) Determine todas as raizes da

equagdo P(x) = 0, sendo a) 56 d) 66
P(x) = 9% — 36x% + 29x — 6. Sabe-se que b) 32 e) n.d.a.
esse polinémio € divisivel por x — 3. g)=3

(FGV-SP) Na equacgdo
x* + px® + px® + px + p = 0, sabendo
que 1 ¢ raiz, entdo:

(Fatec-SP) Se x + 2 ¢ um fator do polind-
mio P(x) = x> — 9x + 4, determine as trés
raizes de P(x).

Relacoes de Girard
Relacoes entre os coeficientes e as raizes de uma equacao

12caso  Seja a equacio do 22 grau ax® + bx + ¢ = 0, onde a # 0,
Cujas raizes sao X, € X,,.

Decompondo em fatores do 1° grau:
ax® +bx te=ax—x) (x—x,)
ax*+bx + c=al¥ — &, +x)x+x - x]

Dividindo os membros por a:

b ¢
2 — 2_ L]
x+—ﬂx+—a-—-x X, + X)X+ X X,

Pela identidade de polindmios:

i

2%caso  Seja a equacgio de 32 grau ax® + bx* + ¢x + d = 0, onde a # 0, cujas
raizes sao x,, X, € X,.

Decompondo em fatores do 1° grau:
ax5+bx2+cx+d=a(x—x1)'(x—xz)*(x—xi)
o +hxtt exd d=alr —(x + T+ EEAEx F 2xox—xxx ]
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Dividindo ambos 0os membros por a:

b C d
x> + ;}{1 + ;}Z + 2 = X’— (x, + X, + 33)7{2 T XX, T XX, T X X)X — X XX,

Pela identidade de polinomios:

-~

x1+x2+x3=—z

C
X X, + xlxa -+ xzx3 — E

3% caso  Se a equacio do 42 grau ax® + bx® + cx® + dx + e = 0, onde a # 0, cujas

raizes sao x,, X, X, € X, Temos, entao:
X"+ b 4oy’ +dx e =A@ —X) E—=X) @~ %) &K— %)

Procedendo de modo analogo ao 1° e 2° casos, concluimos que:

-

b
xi+x2+x§+xq=—-;

C
X, X, + x1x3+ X, X, 4 X,X, + X, X, = XXy = —

a
+ + + =-£
X XX, T X XX T X XX, T XXX = o
_£c
X, XX Xy = a

Exemplo:
Vamos escrever as relacoes de Girard para as seguintes equagoes:

) 4x*—3x+1=0

l?lfli".'zmﬂ.:*.s'.f:1:.'1mr.2
Relacoes de Girard:
LS bl
RRe e

iy o

S

Pounomios
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b)2x*-7x*+x-2=0
Raizes: X, X, € X,
Relacoes de Girard:

b

a

X, +xX,+Xx, = —
1

2

X, X, -+ X X, + X,X, =
d 2

31323‘3:_;:5:1

4

2
122

a

A)3x'—2x*+4x*+6x—-8=0
Raizes: X, X,, X, € X,

b
a

X, X, +X 1T X, = = =§

c_4
XX PR P XX X X T XK =TT

d 6
XXX, + XXX+ XXX XXX, =~ =~ = — = =2
gec 8
lezxix'l = a =R 3
Resolvidos
1 Dada a equacdo x* — 2¢* + 3 = 0, determinar:
a) a soma das raizes b) o produto das raizes
‘Completando” a equacdo: x* + 0x* = * + 0x +3 =0
3) X, + X, + X, + X, =2 =Y 0 D) X XXX, = €23
g T P T g O :

Soma das raizes: X, + X, = —— =9 @

Produto das raizes: XX, = k @

Uma raiz sendo o dobro da outra: X, = 2x, @

Substituindo jﬁ em @: Mo+ X% =9 =2 3=9 = %X =3
Comox, = 2%, entdox, =2 - 3,isto €, x, = 6

Substituindo x, = 6 e x, = 3 em @: X %=k =6-3=K=k=18
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b

3 (Mack-SP) Se a, b e c 5o raizes da equacdo x° — 6% + T1x—6=0auainrdesen(g+£+-:—)é:

a)% X b) —% ¢) %

(a+b+c=6
RelacOes de Girard qab + ac + bc = 11

la-b-c=6
EEH(E-E-E-FE) =sen(“bc + mac + mab
8 B € abc
Propostos
1607 Sendo &, be c as ralzes da equacdo
¢ — 4x* + 6x — 8 = 0, determine:
3 1.1.1
_ja}a+b+c Detgtz
. b)ab+ac+bc c)a¥+b?+c?
B c)a-b-c

08 Determine as raizes da equagdo

X —3® - 6x + 8 = 0, sabendo-se que
- elas estdo em progressdo aritmética.

~ Sugestdo: estabelecerx, =a—r,x,=ae
I X, =4 T I.

*@pﬁ? (Mack-SP) Um valor de k, para o qual uma
s raizes da equag8o x* — 3kx + 5k = 0
- € odobro da outrg, é:

a) 2 d) -2
- Bk e) -3

(UFMT) Sejam —2 e 3 duas das raizes da

equacdo ¢ — x® + kx + t = 0 onde

k t € R. Aterceira raiz é:

a) impossivel de ser determinada

b) —1

1

C) _E
1

d) o

e) 1

EQUACOES ALGEBRICAS

v3

— )0

2

)=5Enn(bc+ac+abj=53nn_‘i’l |

abc 6 &

(FCC-BA) Se a equagdo
6 + 5x% — 9 — 1 = 0 admite as raizes
reais g, b e c, entdo:

a)ab+bc+ac=—%
b) abc = 1

-1
c) abc = 5

d)a+b+c=-5

=3}
E)a+b+c—6

(Santa Casa-SP) A soma dos inversos das rai-
zes daequacio D — 5 + 4x + 6 =10, é:

3 Q
a) ) d) -3

2 3
b) 3 e) 5
c) %

(Med. Rio Preto-SP) Se a equagédo

x> + ¢ — x + a = 0 admite duas raizes
opostas, entdo o produto de todgs as suas
raizes é:

a) —3 d) 1
b) —1 e)?

c}-;-

(UFPR) Calcule o valor de

3l IO 1
log,, (ab kgt ac) sendo g, be cas

raizes da equagdo
ox® — 30x% + 15x — 3 = 0.
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Multiplicidade de uma raiz

Um polindémio P(x), na forma fatorada, pode apresentar fatores repetidos.

Exemplos:
a) Seja P(x) = x* — 4x + 4.
Na forma fatorada, Px) =& — 2) ' (x — 2).
Observamos dois fatores iguais a (x — 2). Dizemos, entdo, que 2 € raiz
dupla, isto é, de multiplicidade 2.
b) Seja o polinémio P(x) = x> — 5x° + 3x + 9.
Na forma fatorada, PG) =X —3) - x—3) - x + 1).

Observamos dois fatores iguais a(x — 3) e um fator (x + 1).Dizemos que 3 €
raiz dupla, ou de multiplicidade 2, e — 1 € raiz simples, ou de multiplicidade 1.

Generalizando

;
Se x'é raiz de multiplicidade m (m = 1) na equagao P(x) = 0,

entio P(X) = (x — x)" * Q(x), sendo Q") # 0.

Resolvidos

1 Determinar na equagdo x(x — 2)° - (x = 3)’ = 0:
a) o grau da equagéo b) o conjunto verdade
a)ograudaequagdo: 1+ 2+ 3=0 b) x = 0 (raiz simples)

X = 9 (raiz dupia)
x = 3 (raiz tripla)
Portanto a equacado possui 6 raizes e o conjunto verdade ¢V = {0, 2, 3}.

L

9 Determinar o conjunto verdade da equagdo X° + 7x* + 8x — 16 = 0, sendo —4 raiz dupla.
Como —4 é raiz dupla da equacgado, temos:
>+ ¢+ 8Bx — 16 = (x + 4)° - Q)
X 4+ T+ Bx — 16 = (X* + 8x + 16) - QX)
Fazendo a divisdo de x° + 7x* + 8x — 16 por X2 4+ 8x + 16 = (x + 4)*, encontramos Q(X).

-4 |1 7 8 i-16

—4 1 3 5—4 Llogo, Q(x) =x —Teaoutraraizex = 1.
' V= (=41
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Propostos

1615 Seja a equacdo x(x — 1)* - (x + 5)° = 0.
Determine:
a) O grau da equagéao
b) o conjunto verdade

1616 Sabendo que —1 ¢ raiz dupla de
x> — 3x? — 9x — 5 = 0, determine o con-
junto verdade da equagao.

1617 Determine o conjunto verdade da equacdo
x* — 5x* + 3x + 9 = 0, sendo 3 a raiz dupla.

1618 (Fuvest-SP) O numero 2 € raiz dupla de
ax’ + bx + 16. Determine a e b.

1619 Determine m e n de modo que 2 seja raiz
tripla da equagdo x> + mx* + nx — 8 = 0.

Mostre que 1 ¢ raiz de multiplicidade 3,
naequagdo x* = ¢ + & -1 =0.

Quais valores devem assumir g, be ¢ para que
aequacdo X’ — X' + 2 —bx +c =0
admita o nimero 1 como raiz tripla?

Verifique qual ¢ a multiplicidade da raiz
—3 na equagao
x* + 66 + 11x* + 19x + 18 = 0.

Determine m de modo que a equagao
x* + mx — 2 = 0 tenha raiz real dupla.

Raizes complexas

Sendoz =a + bi(a, b € Reb # 0) raiz da equacio P(x) = 0 de coeficientes
reais, temos que z = a — bi também ¢€ raiz dessa equacao. Vejamos:

quociente
o,

PX)=—a—-b)x—a+hbi):- QX +px+q

resto

PX)=x*—2ax+2°+ b Q) + px+q
Portanto,P(a + bi) =0+ p(a+ bi) + q=0

pa+q+pbi=0

Substituindo em @ q = 0,logo R(x) = 0, portanto P(x) € divisivel por (x — a — bi)
e por (x — a + bi), de onde concluimos que a — bi € raiz da equacao P(x) = 0.

Exemplo:

As raizes da equagdo x* — 4x + 5 = 0 sao dois niimeros complexos conjuga-

dos. Veja:

X

=4:H=-4:2i=<x’=2+i
2 2 .

"=2—i

EQUACOES ALGEBRICAS
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Consequiéncias:

* Sendo o numero complexo z = a + bi (b # 0) com multiplicidade m, raiz de uma
equacao algebrica de coeficientes reais, entdo o conjugado Z = a — bi também é
raiz dessa equacao, com a mesma multiplicidade.

» Uma equacao algébrica de coeficientes reais possui um nimero par de raizes com-
plexas.

* Uma equacio algébrica de grau impar admite pelo menos uma raiz real.

| - . L —— - o

o — W dl

Resolvidos

1 Determinar o conjunto verdade da equacdo x* + 3x® + x + 3 =0, sabendo que x = i ¢ uma de
suas raizes.

Sabendo que X = | € uma das ralzes da equacao, entdo podemos afirmar que o conjugado X = —i
tambem é raiz.

Logo, P(x) = x* + 3x® + x + 3 é divisivel por (x + i) - (x — i).

Entdo, PX) = (X + 1) - (x — i) * Q%) + RO).

e s,
iqual a zero
Usando o dispositivo de Briot-Ruffini: i 1 3 1 3
—i 1 F+d 340
1 3 0
Q) =x+ 3
Aoutrargizé —3,poisx+3=0 = x= -3

V={-3 —i,i

2 Determinar os valores de p e g, de modo que a equacdo x* + px + g = 0 admita a raiz
complexa (3 + 2i).

Como (3 + 2i) e raiz da equacao, temos que (3 — 2i) também é raiz.
Aplicando as relagdes de Girard:

X HX=—2 = B+ +E -9 =—p=p=—6

c

X X=T = GB+MNE-W=g=9+4=q=q=13
1 |7 ropostos

';fj;;g;;_-:%,'; Sabendo que x = —i € uma das raizes, da equagdo xX° + 2x* + x + 2 = 0, determine o conjunto
~ verdade.
T

I 1IR#+

Qual o conjunto verdade de x* + x* — 5x® + x — 6 = 0, sabendo que x = i é uma das raizes
dessa equacao?

1626 Calcule os valores de me n, de modo que a equagdo x° — mx + n = 0 tenha uma raiz igual a (3 — 4i).

PoLINOMIOS EQUACOES ALGEBRICAS




1627 Calcule os valores de p e g, de modo que a equacdo x° + px® + g = 0 tenha uma raiz igual a (1 + ).

1628 (Fatec-SP) Seja i* = —1. A equacdo x° — 5x* + mx + n = 0 admite a raiz dupla (a + bi) e a raiz
simples (—1 + di) onde, 4, be dsdo numeros reais. Nestas condi¢des, (m + n) ¢ igual a:

a)0 . D)9 c) 12 d) —12 e)b
®

(ITA-SP) Sabendo-se que z, = i, z, € Z, 580 as raizes da equagdo z° + az® + bz + ¢ = 0, onde
a, b e ¢ sao reais ndo-nulos, podemos afirmar que:

a) Z,, Z, e Z, s80 imaginarios puros d)z, +2z,+2z,=8
L) z, e z, sdo reais e) pelo menos uma das raizes ¢ real
C)Z,°Z;*z,=C

Dada a equagdo xX* + px + g = 0 de coeficientes reais e raiz (1 + 2i), determine (p + Q).

Um polindmio de coeficientes reais admite como raizes os numeros (1 + i) e (=1 + i). O grau
desse polindmio €, necessariamente:

a) dois b) quatro C) par d) maior que trés e) um

Raizes racionais

Seja a equacgao algebrica P(x) = a x" +a__ x"14+ .+ a,x + a, = 0 de coefici-

. v ’ ; P ; ;
entes inteiros. Se o numero racional q (pEeZeq€l* comp e g primos entre si), é
raiz dessa equacgao, entao p € divisor de a, e g € divisor de a_.Vejamos:

Fazendo x = %na equacao P(x) = a x" +a__

p p" pr p
p(a] =an?+an_lqn_1 +...+ala+au=0

Multiplicando os dois membros da igualdade por q", temos:

Ix“" + ...+ ax + a, = 0, temos:

ap*+a. . p*lq+ .. +apgtt+aqt=0

Isolando a,q" no 2¢ membro, vem:

ap"+a _.plq+..+apq=—-a q
Dividindo os dois membros por p(p # 0), temos:
aq"
n-1_ _ 0

5 S W o [ SR aq" = b

No 1* membro, os numeros p, g € n e os coeficientes sa0 nimeros inteiros,
portanto, o 1° membro representa um nimero inteiro.

Entdo, a, * q" € miltiplo de p e, como p € g sao nimeros primos entre si, ¢" ndo
¢ multiplo de p. Logo, a, € miltiplo de p, ou seja, p € divisor de a,.

De um modo analogo, podemos provar que a_ € multiplo de g, isto €,q € divisor de a_.
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Resolvido

Resolva a equagdo cubica: x> — X — X + 2 = 0.

Inicialmente vamos pesquisar as possiveis raizes racionais da forma g Pare recairmos numa
equacado do 2 grau.
P

pe(-2 -1,1,2eqe{-1,1} = ks (=2, =11

P(—9) = 0, P(Q) # 0, P(—1) = 0e P(1) = 0, ou sejg, 1 € raiz.

Pelo dispositivo de Briot-Ruffini: , 1

QX)) =x*-2=0
Para obtermos as outras raizes, resolvemos a equagdo x* — 2 = 0.
x = +4J9 = entdo,V = {—2, V2, 1}.

- Propostos

1632 Determine as raizes racionais das equagoes:
a3 -1+ 19% -5=0
Y= +6x—3=0
A3 -8C+3¢+:,=0

1633 Resolva as equagoes:
a) X —Tx+6=0
) +3x¥—-3x-2=0

1634 (FEI-SP) Resolva a equacdo cubica: X — 2 — 3x + 6 = 0.
1635 Determine as rafzes inteiras da equagao x° — 8x2—2x—2=0.

1636 \erifique se a equacdo x* — 4x + 2 = 0 possui raizes inteiras.
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Ficha-Resumo

~ Polindomios ~

Seja o polinémio:
P(x) =ax" +ax +a,x*"*+.ta_x+a

Grau: gr(P) — ¢é o maior expoente da variavel (x) que possui coeficiente nio-nulo.

Valor numérico: para X = K, o valor numérico de P(x) € P(k).P(k) = 0 = k éraizdo
polinémio.

~ ldentidade de Polinémios N

Dados os polindmios P(x) =a, + ax + ax* + ... + a x"
e
Q) =b, +bx+bx'+ .. +bx

Px)=Qx) & a,=b, a, =b,a,=b,,..,a

PolinOmio identicamente nulo

Sea,=a =a,=..=a =0, temos que P(x) =0.

~ Adicdo e Subtragcdao N

Adicionar ou subtrair algebricamente os coeficientes dos termos de mesmo griu.

~ Multiplicagdo N

Multiplicar cada termo de um dos polindmios por todos os termos do outro polinémio.

. T el i
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~ Divisao de Polinbémios = ~\

Chave D) | dx)
Rx) Q&)

Teorema do resto

O resto da divisao de P(x) por (x — a) é P(a).
Teorema D’Alembert
A divisao de P(x) por (x — a) € exata se, e somente se, P(a) = 0.

Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

Permite encontrar o quociente Q(x) e o resto R(x) na divisdo de P(x) por x — a.

raiz do bindmio | coeficientes de P(x)

1 L_- R(x)
coeficientes de Q(x)

~ Equacoes algébricas \

Px)=ax" +a_x""'+.+ax*+ax+a =0

Teorema fundamental da algebra

Toda equacgdo algébrica P(x) = 0,de grau n = 1,admite pelo menos uma raiz complexa.

Decomposi¢io .

PX)=a @& =X)"E=X) (X~ X,) .. (x—x),ondex,, D D VS & sS40 as raizes.

Equacao de 2° grau

ax’+bx+c=0,coma#=0

PounOMmiOos FICHA-RESUMO




.

b
X, +X, +X,=—7
Equacao de 3° grau o
XX, + x,x, + XX, = —
ax’ +bx*+cx+d=0,coma=0 1z T % a
d
XXX T 72

Equacio de 4° grau
ax?' +bx*+cx*+dx+e=0,coma=0

b
X, +x, +x, +Xx,= e
C
X, X, + XX, + XX+ XX, XX+ XX, =
d
X XX, T XXX, T X XX, T XXX, = =

e
SR b Sy

Multiplicidade de uma raiz

P(x) = (x — x)™* QX) e Q(x") # 0 x’é raiz de P(x), com multiplicidade m.

Raizes complexas
Sez=a+ bi(a,b € R eb # 0) é raiz de uma equacio algébrica de coeficientes reais,
entdo Z = a — bi também ¢€ raiz dessa equacgao.

« Uma equacio algébrica de coeficientes reais possui um numero par de raizes
complexas.

« Uma equacio algébrica de grau impar admite pelo menos uma raiz real.
Raizes racionais

Se 0 nimero racinml%(p €l eq€Z’,comp e q primos entre si) € raiz dessa equagao,
entao p € divisor de a, e g € divisor de a .

FICHA-RESUMO 0 Poundmios




- - ——— ’ - J— ——
- _— d—!" _'___._}- {11_.'-’ ——
- - e : 1:‘_ 1 -

. J— 1)

Complementares

1637 Determine o valor de k, de modo que o
polindmio
P(x) = (K* — 250 — x* — &
tenha grau 2.

- + 3

1638 Dado o polinémio P(x) = 4x® — 8x — 3k,
determine o valor de k, de forma que
P(2) =

1639 Dado o polindmio P(x) = ax® — bx® + 1,
determine os valores de a e b, sabendo-se
que P(2) =1eP3) = 10.

1640 (EEM-SP) Dado o polindmio
x* + (2 + m)x% + (3 + 2m)x + 3m, calcule
O seu valor numérico, se X = m.

1641 Determine os valores de &, b e ¢ para que
o polindmio
PX) =2 -3¢+ (b —4x +(7c = 1)
seja identicamente nulo.

1642 Calcule g, be ¢, de modo que
PX)=@—-b+cx+b+cx+c+92
seja identicamente nulo.

1643 Calcule os valores de m e n para que os
polindmios P(x) = (3 — m)x® — 6x + 4
e Qx) = 8x* + (50 — 4)x + 4 sejam
idénticos.

1644 (UEL-PR) Se o polinémio

f = 9x% — 1942 x + 4k é um quadrado
perfeito, entdo a constante real kK é um
ndmero:

a) quadrado perfeito

b) cubo perfeito

c) irracional

d) divisivel por 8

e) primo

1645 Determine p e g sabendo-se que os
polindbmios
PX)=px? — 12x + ge Qx) = (x — 3)°
sao idénticos.

PoLINOMIOS

1646 O perimetro e a area da figura representa-
da sdo expressos, respectivamente, por:

_- a) 4nx + 4me (5xF + 10x + 5
~ b) 6nx + 6m e 4mx® + Bnx + 4n
o) mebmx

| d) 4nx + 4T e (DE + 4x + O

O (mx+metd+m)

1647 (Mack-SP) O resto da divisdo de
P =4+ —mx+5porx+2¢é1.
| Determine m.

164! (FEI-EEM-SP) Determine o valor de k para
 queadivisBio 0+ kE +3x+4):(x—=1)
~ 5eja exata.

1&49 Obter o quociente e o resto da divisdo do

polindmio P(x) = 2¢ + x¥ — 8x + 10 pelo
bindmio 9x — 3.
1650 (Mack-SP)

, P(x) | x -2 Qx)

4 | Q) T 1 Q%)

- Considerando as divisdes de polindmios
- acima, podemos afirmar que o resto da di-

' ,;,? wsaodepfxyporx* 8x + 19 é:
*’”{"-_a)Bxﬂ— c) 2+ 2 e)x+ 2
’ b) x + 1 d) x + 1

‘EEE‘I (Mack-SP) Um polindmio P(x) foi dividido
- por x — a. Usando-se o dispositivo de
- Briot-Ruffini, obteve-se o quadro a seguir:

a 3 —4 5 d e
—-10 ¢ 94 40

!f-f-f - Determine P(x).
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1652 (UFBA)Um aluno x chegou atrasado & aula e
encontrou, no quadro de giz, o0 esquema

1] -5 -2 o4

l1 |—?‘

para a divisdo

do polindmio y* — 5y2 — 9y + 94 pelo
bindmio do primeiro grau'y + .. tendo sido
apagados os nimeros onde hé reticéncias,
calcule o maior deles.

1653 (Santa Casa-SP) Sabe-se que a equaco
4 —12¢°* — x + k=0, onde k € R, admi-
te duas raizes opostas. O produto das

raizes dessa equagao é:

0 -1g. &= o
3 3

0) = 4 d) 3

1654 (Cesgranrio-RJ) Um dos fatores

| dePX) =23 - 112+ 17x — 66 9x — 1.
A maior raiz de P(x) é:
a) 1 c) 3
b) 2 d) 4

e) b

1655 (Fatec-SP) O polindémio: 3@ + 6x2 + 19x + 8
a) tem uma raiz real com multiplicidade 3
b) tem trés raizes reais distintas entre si
~ ©) tem duas raizes complexas e no reais
d) tem exatamente uma raiz complexa e
nao real
€) ndo tem raizes reais

1656 (UECE) Se o polinémio
P =X =K x2+K-x —1 ¢ divisivel

por (x = 1), entdo K ¢ igual a:
a) 1 b) 2 c)3 d) 4

1657 (PUC-SP) Sabe-se que os restos das divisdes
do polindmios f = 2X* + 3X% + kX — 2 por
X + 1e X — 1s8o iguais. Determine o resto
da divisdo de fpor (X + 1) + (X — 1).

;IABQ (Cesesp-PE) Seja p(x) o polindmio definido
NP 100, . -
porp(x) = Y. ix' assinale a alternativa que
i=1

corresponde ao resto da divisdo de p(x)

porx — 1.
a) i® c)0 e) 5050
b) il d) 1

EXERCICIOS COMPLEMENTARES
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1659 (Mack-SP) Na equacéo
x* — 5x% + 5x — 9 = 0, de raizes g, be ¢,
o produto (@ + 2) (b + 2) (c + 2) vale:

a) 45
b) 40

c) 35
d) 30

e) 25

1660 (EEM-SP) Dado o polinémio
P(x) = + 6x% + 6x + 5
1) calcular P(=5);
2) resolver a equacéo P(x) = 0.

1661 (FEI-SP) Calcule a e b para que a igualdade
8o . b o SK—b
x=:3 X+ 1 X2 — Ox — 3
seja verificada paratodox € R — (-1, 3]

1662 (ITA-SP) Se P(x) € um polinémio do 52 grau
que satisfaz as condicdes 1= P(1) = Q) =
=P(3) = P(4) = P(5) e P(6) = 0, entdo temos:

a) P(0) =4 d) P(0) =2
) P0) = 3 e) n.d.a.
c)PD) =9

1663 O polindmio P(x) = x> — x% + x + a ¢ divi-
sivel por x — 1. Ache todas as raizes com-
plexas de P(x).

1664 (Vunesp) Os coeficientes do polinémio
f(x) = x° + ax® + bx + 3 sdo niimeros in-
teiros. Supondo que f(x) tenha duas raizes
racionais positivas distintas,

a) encontre todas as raizes desse polindémio
b) determine os valores de ae b

1665 (Santa Casa-SP) A equacdo
x> — 2 + x — 1 = 0 admite ralzes reais?
a) ndo .
L) sim, situada no intervalo 0, 1[
- €) sim, situada no intervalo 11, 9
d) sim, situada no intervalo ]—1, O
€) sim, situada no intervalo ]—-2, —1[

1666 (FGV-SP) Considere a seguinte equacdo
polinomial:
-3 —-k'x+12=0

a) Determine k de modo que haja duas
raizes opostas.

b) Determine kde modo que 1 seja raiz da
€quagdo. Nesse caso, determine tam-
bém as outras raizes.
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SABA nm Ponco mais

Matematica das
peliculas de sabao - |

Manfredo Perdigéao do Carmo
Pesquisador Titular do Instituto de Matematica Pura e Aplicada, CNPq

E grande o nimero de pessoas que tiveram ocasido de
provocar, ou simplesmente observar, o aparecimento de uma
bolha de sabao. Bem menor é o nimero daqueles que rea-
lizaram experiéncias mais cuidadosas com peliculas de
sabdo. Considere, por exemplo, a seguinte experiéncia:
solde as extremidades de um pedaco de arame de modo a
formar um contorno fechado qualquer, e mergulhe o contor-
no assim formado em uma solucéo de sabao, retirando-o cui-
dadosamente. Em geral, aparece uma pelicula muito
fina de liquido com a forma de uma superficie limitada pelo
arame. Tal pelicula estd em equilibrio sob a acdo de tensio
superficial do liquido e, além disto, seu equilibrio é estavel:
isto quer dizer que, para qualquer pequena perturbacio, a
tensao superficial forca a pelicula a voltar a sua posi¢ao inicial.

Figura 1: Posigoes de
uma bola que esta
sujeita a permanecer
na curva da figura
(por meio de um
trilho, digamos) e
sobre a qual a (inica
forca que atua é a da
gravidade. As
posicoes A, De Esao =~
posicoes de equili- =~
brio; delas, apenas D
& uma posicao de
equilibrio estavel.

horizonte



Uma idéia intuitiva da nocao de equilibrio
estavel pode ser obtida a partir da seguinte si-
tuagdo: considere as varias posi¢coes de uma
bola pequena que se move ao longo de uma
curva, unicamente sob a acao da gravidade (fi-
gura 1). Os pontos A, D e E da figura 1 sdo
pontos de equilibrio, isto é: sem outra influén-
cia além da acdo da gravidade, as bolas per-
maneceriam nestes pontos. Entretanto, apenas
o ponto D é uma posicao de equilibrio estavel
(para pequenas perturbacdes, a acao da gravi-
dade forca a bola deslocada a voltar a posicéo
inicial D). A situacdo da pelicula de que fala-
mos ¢ inteiramente analoga, tomando-se peli-
culas de sabdo no lugar de bolas e a tensao
superficial no lugar da gravidade.

Fonte: extraido de CARMO, M. P “Matematica das
peliculas de sabdo” in Revista Ciéncia Hoje.

Rio de Janeiro, SBPC, v. 2, n. 11,

pp. 25 e 26, marco/abril/1984.

Figura 2: 0 catendide — Matematicamente, o
catendide (b) é obtido girando a curva indicada em
(a) em torno do eixo E. A curva em (a), chamada
catenaria, é a posicao de equilibrio de uma corda
suspensa por duas extremidades, e sujeita a agao
da gravidade. Fisicamente, o catendide ocorre
como uma pelicula de sabao limitada por dols
circulos dispostos como em (b).



